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对等深水中非旋转性的前进重力波动场，以求得的 ()*+, 与 -./,.0/+ 两种形式至第三阶的解，按照同一流体质

点在相同时间与位置处其流速唯一与质量守恒性及在自由表面水位处 ()*+, 形式解与 -./,.0/+ 形式解为同一值的

特性，来推导二者可相互转换 1由连续的 2.3*4, 级数展开，考虑波动场中各流体质点的运动轨迹与运动周期，将已知

的 ()*+, 形式解转换成完全未知的 -./,.0/+ 形式解，解决了以往成果中出现含时间的不合理的共振项，以及无法得

到与 ()*+, 系统不同的 -./,.0/+ 形式的流体质点运动频率与平均运动高程等特性；接着再将所得的 -./,.0/+ 解转换

成对应的 ()*+, 形式，均可得到完全相同的结果 1由此可知，虑及波动场各流体质点的运动真实性，对于非旋转性的

前进重力波动场而言，这两种描述方式所得的解是可以相互转换的 1

关键词：非旋转性前进波，()*+,5-./,.0/+ 转换，质点运动轨迹，质点运动频率
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! C 引 言

众所皆知，流体力学中描述流体运动有 ()*+, 与

-./,.0/+ 两种不同的方式 1就物理观点而言，()*+, 形

式是于空间中各固定的位置点来观测恰好通过这些

点的流体质点的运动行为；而 -./,.0/+ 形式是针对

个别的流体质点，观测它们在时空中的运动轨迹上

之运动行为 1 就数学表示而言，()*+, 形式是直接以

时间和空间位置的函数形式表示来描述流场，即其

以时间和流体质点所占的空间位置作为独立变量，

而流场中各物理量为因变数；而 -./,.0/+ 形式是以

时间和标注流体质点的参数作为独立变量来描述流

场，而流场中各物理量包括流体质点的轨迹位置等

都是因变量 1因此，就描述流场特性的简便性而言，

直接以时空函数形式来展现的 ()*+, 形式要优于以

参数函数形式来间接表现的 -./,.0/+ 形式 1 故 而

()*+, 形式在数学解析处理上比 -./,.0/+ 形式简单，

原因在于 -./,.0/+ 形式来描述流场特性时，不管解

析求解难易，在求解后仍须再把所得参数函数处理

到对应的空间位置表示 1 尽管如此 -./,.0/+ 形式可

完全描述整个流场的所有特性，而 ()*+, 形式却有无

法描述流体质点的运动轨迹之虞 1流体运动的这两

种不同描述方式的优缺点，也出现在流体中自由表

面波动现象的描述里 1
由于以 ()*+, 形式来描述流体运动现象在数学

解析处理上较为容易 1 自 DA4E+?［!］以此方式利用摄

动展开近似法对任一均匀等深流体中的自由表面重

力波动现象进行解析描述后，以 ()*+, 形式来描述流

体中波动问题的研究在横向与纵向的两方面广泛展

开 1横向方面的发展上，研究了从较深水时的 DA4E+?
波推展到较浅水时的椭圆函数波［#］，甚至到极浅水

时的孤立波［6］等；纵向方面的进展上，其理论解析推

展到第五阶［’］，而数值解甚至已计算到数十阶甚至

百阶［7，F］，以逼近最高波 1
所谓的余摆线波（2,4<=4;@.* B.G+），最早是在描

述流体中波动理论的第一篇论文里由捷克数学家

H+,?A0+,［&］以 -./,.0/+ 形 式 描 述 所 提 出 的 1 然 因 以

-./,.0/+ 形式描述求解流场解，数学解析处理高度

困难，致使以此方式对流体中波动现象的描述受到

严重的延滞 1 I.0E;0+［$］亦独自以 -./,.0/+ 形式对流

体中 自 由 表 面 波 动 问 题 进 行 了 描 述，且 得 到 与
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!"#$%&"# 完全相同的解，可是此解仅适用于深海情况

的第一阶线性解 ’ ()*+"［,］以 -./#.&/" 形式展开再推

广到任一均匀等深流体中的自由表面规则重力波动

问题的描述，并且更进一步求得其流场到第二阶的

解 ’ 此 外 0)"#$1&［23］亦 以 -./#.&/" 形 式 描 述 下 的

4.5)"#67%18"$ 方程式，对深海情况流体中的自由表面

前进重力波动问题进行探究，并求得其流场的第一

阶线性解 ’必须指出的是，以上所述寥寥可数的前人

对流体中自由表面前进重力波与重力驻波波动所得

-./#.&/" 形式的流场解，其流体运动都是具旋转性

（#1%.%)1&.9），这与按照环流量不变的 :+1;$1&’$ 定

理［22，2<］所述的理想流体由静止（因其为非旋转流具

有流速势）而起的运动为非旋转性（)##1%.%)1&.9）相违

背，这使得人们质疑以 -./#.&/" 形式描述是否符合

理想流体中自由表面波动的物理现象，导致历来大

多数 的 波 动 问 题 研 究 者 不 感 兴 趣，这 也 造 成 以

-./#.&/"形式来描述流体中波动问题迄今进展不

大 ’针对以上前人以 -./#.&/" 形式来描述流体中波

动现象所遇到的两大障碍，即数学解析困难与无法

满足非旋转流；近来陈［2=，2>］完全以 -./#.&/" 形式描

述下完整的控制方程式，对任一均匀等深流体中具

非旋转性运动的自由表面前进重力波与重力驻波波

动问题，进行了摄动解析，求得至第三阶流场解，从

而有效地克服了两个障碍 ’
回顾近两百余年来的流体中重力波动问题的研

究历程，我们得知，完整的 -./#.&/" 形式描述以数学

解析来迂回困难，虽比直接简单化的 ?@9"# 形式描述

的进展缓慢，然而已经有所突破，已求得任一均匀等

深理想流体中的自由表面重力波动流场至第三阶，

而且和已求得的 ?@9"# 形式解一样，符合理想流体由

静止而起为非旋转性运动的物理现象 ’但是，立刻会

衍生出一个耐人寻思的严肃问题：虽然对任一均匀

等深理想流体中自由表面重力波动问题可以完整的

-./#.&/" 与 ?@9"# 两种不同的方式描述，都能分别得

到具非旋转性运动这一物理现象的流场高阶解析

解，但二者的异同与优劣如何？能否相互转换？这

是我们这里要探究和厘清的。否则，对同一波动问

题以两种不同的方式描述下，会出现人言言殊的不

一致结果，将会造成混淆而无法明确了解其真实的

物理特性 ’ 过去学者如 A)"/"9［2B］，C+"&［2D］在进行由

?@9"# 解转换至 -./#.&/" 解至第三阶次量时会出现

含时间的不合理的共振项，也无法得到流体质点平

均运 动 高 程 与 流 体 质 点 运 动 周 期 等 重 要 特 性 在

-./#.&/" 解下与 ?@9"# 解下不同［2E，2F］’ 基于此，本文

的目的在于仅需由一种方式描述下求得其解，经过

直接转换，就可得到另一种方式描述下的解 ’依照同

一流体质点在相同时间与位置处流速唯一与质量守

恒及在自由表面水位 ?@9"# 形式解与 -./#.&/" 形式

解相同的性质，把连续的 :.G91# 级数展开至第三阶，

成功求得 -./#.&/" 解至第三阶 ’尤其会得到 -./#.&/"
解中流体质点运动的周波率与平均运动高程等特

性，如此便解决了以往学者无法将三阶的 ?@9"# 解转

换至 -./#.&/" 解的问题 ’ 接着对描述等水深中非旋

转性前进重力波的 -./#.&/" 解，依照同样的方式转

换到 ?@9"# 解 ’因此，应用本文的转换方式，二者是可

相互转换的 ’

< H ?@9"# 与 -./#.&/" 形式的波动流场解

在直角坐标系（ !，"）中，水平 ! 轴恰位在平均

静水位线处且以波浪前进方向为正，而垂直 " 轴向

上取正 ’本文所考虑的波动和任何情形下流体运动

的描述一样，可以 ?@9"# 与 -./#.&/" 两种不同的方式

来分别描述，展开至第三阶的对应的流场解，分别被

列述于下 ’

!"#" ?@9"# 形式描述下的流场解

在 ?@9"# 形式描述下对所考虑的波动以摄动展

开法对其解析，迄今已有不少学者求得其高阶的流

场解，如前所述，这些解间形式上的差异仅为所引入

的摄动参数常数不同而已，如，I"&%1&［>］与陈［2,］两者

经摄动参数常数间的转换结果是一致的 ’因此为方

便起见，在不失其解的函数形式与本文结果的正确

性下，将引用陈［2,］所得的 ?@9"# 形式的流速势函数

至第三阶解，如下：

!（!，"，#）J"3

$#
*1$+$（% K "）

*1$+$% $)&（$! L"&#）

K =
F#

<"3（$L<
3 L$<

3）
*1$+<$（% K "）

*1$+<$%

M $)&<（$! L"&#）L #
<"<

3 #
>*1$+< $%

K 2
> $#="3（2 L$<

3）
*1$+$（% K "）

*1$+$%
M $)&（$! L"&#）

K 2
D> $#

="3（,$L>
3 K B$L<

3 L B= K =,$<
3）

M *1$+=$（% K "）
*1$+=$% $)&=（$! L"&#）’（2）

%（!，#）J#$3 *1$（$! L"&#）

2>2 期 陈阳益等：非旋转性前进波 ?@9"# 与 -./#.&/" 解间的转换



! "
# !!$（%"&"

’ &"’）()*$（!" &##$）

! !$!%［
"
"+（%"&"

’ ! "$"’ & "%"%
’）

, ()*（!" &##$）

! "
+#（$-"&%

’ & ."&"
’ ! ."’ & %"%

’）

, ()*%（!" &##$）］/ （$）

##

#’
0 " ! "

"+ !
$!$（."&$

’ & "’ ! ."$
’）， （%1）

#$
’

%! 0 2134!& 0 "’ / （%5）

式中$ 0$（"，’，$）与%（ "，$）各为 6789: 形式描述

下所 考 虑 的 前 进 重 力 波 波 动 流 场 的 流 速 势 函 数

（;98)(<2= >)2932<18）与自由表面水位；% 为重力加速

度，$ 为 时 间，& 为 平 均 静 水 深，而 波 动 的 波 长

（?1;9893@24）为 (，周期（>9:<)A）为 )#，则其对应的波

数（ ?1;9 37B59:）为 ! 0 $!C(，周 波 率（ 13@781:
D:9E793(=）为## 0 $!C)# /!为正比于波浪振幅的量 /

（%5）式所表示的#$
’ 0 %! 2134!& 即是所谓的前进重

力波动的频散关系式（A<*>9:*<)3 :9812<)3）/

! "!# $%&’%(&) 形式描述下的流场解

本文所考虑的是对具非旋转性运动及自由表面

处的压力为零的波动，在 F1@:13@9 坐标系统的描述

下，满足其对应的流场控制式，按照摄动展开近似法

已由 G493［"%］求得其至第三阶的流场解为
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上式中 *，+ 为流体质点在起始时间 $ 0 $’ 时的起始

位置处被标注的坐标值参数；其中 + 值为流体质点

运动对波浪波长平均下的高度值，在水平底床 ’ 0
& & 处 + 0 & &，而在波动自由表面处 + 0 ’/#( 0 $!C
)( 是被参数（ *，+）所标注的流体质点运动时重现

其高 度 的 周 频 率（ 249 13@781: D:9E793(= D): >1:2<(89
:91>>91:<3@ <2* 89;98）或称流体质点运动的周频率（249
13@781: D:9E793(= )D >1:2<(89 B)2<)3）；而 )( 为其对应的

周期（249 >9:<)A D): >1:2<(89 :91>>91:<3@ <2* 89;98），或称

流体质点运动的周期（ 249 >9:<)A )D >1:2<(89 B)2<)3）/
而!为被引入的摄动展开的常数参数，!"’ 为第一

阶解时的波动振幅 /

% J 6789: 形式解转换成 F1@13@9 形式解

本节将在仅已知 6789: 形式解的条件下，按照所

考虑的波动的同一流体质点在相同时间与位置处流

速为唯一以及及质量守衡，来求出事先完全未知的

F1@13@9 形 式 解，并 从 其 第 二 阶 与 第 三 阶 解 得 到

F1@13@9 解中流体质点运动的运动频率与平均运动

高程，经 6789:KF1@:13@9 转换所得的解与 G493［"%］直接

以 F1@:13@9 坐标系统所得的三阶解完全相同 /
由于 6789: 形式是描述流场中流至各固定位置
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点处流体质点的运动特性，而 !"#"$#% 形式是描述流

场中各别的流体质点所走的轨迹上的运动行为，因

此，由 &’(%) 形式描述所得的流场解转换成对应的

!"#"$#% 形式时，需先将由 &’(%) 形式解所得的时间 !
在空间位置（"，#）点处流体质点的流速，即 !（"，#，

!）* "$（"，#，!）+ #%（ "，#，!），转换成该流体质点对

应的 !"#"$#% 形式表示，即 $（&，’，!）* "(（ &，’，!）
+ #)（&，’，!），（&，’）为该流体质点在起始时间 ! *
!, 时起始位置处被标注的参数，此转换的详细推导

如下：

令!为按照摄动展开法摄动展开的常数参数，

流场在 &’(%) 形式描述下，流体质点速度的水平与垂

直分量分别有

$（"，#，!）*!
-

* * .
!*$*（"，#，!）* !"!" * ""，（/）

%（"，#，!）*!
-

* * .
!*%*（"，#，!）* !"!# * "# 0（1）

#+ *#, +!
-

* * .
!*#+* * !

-

* * ,
!*#+* ，

#, *#+, 0 （2）

对于本文所考虑的波动流场，流体质点水平与

垂直方向的运动轨迹（ "（&，’，!），#（ &，’，!）），流体

质点运动的周频率#, 及对应的流体质点速度分量

(（&，’，!），)（&，’，!）的摄动表示，可写为

"（&，’，!）* & + !
-

* * .
!*［ -*（&，’，#,!）

+ -3*（&，’，#,, !）］

* & + !
-

* * .
!*（ -* + -3* ）， （.,）

#（&，’，!）* ’ +!
-

* * .
!*［.*（&，’，#,!）

+ .3*（&，’，#,, !）］

* ’ +!
-

* * .
!*（.* + .3* ）， （..）

#, *!
-

* * ,
!*#,* *#，

#,, *#,， （.4）

(（&，’，!）* "! * !
-

* * .
!*#,,（ -*#, !

+ -3*#,, !
）

+!
-

* * .
!
-

/ * .
!*+ /#,/-*#, !

， （.5）

)（&，’，!）* #! * !
-

* * .
!*#,,（.*#, !

+ .3*#,, !
）

+!
-

* * .
!
-

/ * .
!*+ /#,/.*#, !

， （.6）

（.,）—（.6）式中 -* ，-3* ，.* ，.3* 与#,* 皆为未知

量，即为事先完全未知的 !"#)"$#% 解，其中 -* 与 .*

为流体质点在水平与垂直方向上随时空周期性运动

的未知函数，-3 * 与 .3 * 为仅与时间 ! 有关的函数，

#,* 为流体质点运动的周频率 0 对于上述各物理量，

其下标 * 表示为摄动参数!的阶次量（即次方数）0
考虑在时间 ! 时刚好位于（ "，#）处的流体质点，是

由起始时间 ! * !, 时被（&，’）参数所标注的流体质

点流来的 0因此，对同一流体质点在相同的时空下其

流速在 &’(%) 与 !"#)"$#% 两种形式表示为同一值，即

其解唯一，故有

$（"，#，!）*!
-

* * .
!*$*（"，#，!）

*!
-

* * .
!*(*（&，’，!）

* (（&，’，!）0 （.7）

%（"，#，!）*!
-

* * .
!*%*（"，#，!）

*!
-

* * .
!*)*（&，’，!）

* )（&，’，!）0 （.8）

而对不可压缩性的（9$:;<=)%>>9?(%）理想流体中

的波动流场，在第二节所给定的（ "，#）坐标与标注

流体质点的参数（&，’）下，按照波动的时空周期性，

由水底到自由表面的一个波长的水体，在 &’(%) 与

!"#)"$#% 两种不同形式的表示下，其容积值也唯一，

故有

,
,"

,

,"
$

@A
A#A" * ,

,"
,

,
（$ + 0）A" * ,0

*"
,

,"
’ * ,

’ * @ 0

!（"，#）

!（&，’）
A&A’，

即

!（"，#）

!（&，’）* 1 * .0 （./）

此即为本文所考虑的波动流场的 !"#)"$#% 形式下的

质量守恒式；式中$ *$（"，!）为 &’(%) 形式表示下

的波动自由表面水位；且有$（" + ,，!）*$（"，! +

2+）*$（"，!）与"
,

,$
（"，!）A" * ,0

再者，因为 !"#)"$#% 形式下波动自由表面处的

流体质点 ’ * ,，因此由 &’(%) 形式下波动自由表面

水位 # *$转换成对应的 !"#)"$#% 形式可得
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!（!，"）!!（# "!
#

$ !$
"$（ %$ " %%$ ），& ! &，"）

! ’（#，&，"）!［!
#

$ !$
"$（($ " (%$ ）］& !& ’（$(）

今将（$&）—（$)）式代入（$*）—（$(）式中，且利

用 +,-./0 级数在 ! 在 # 展开，’ 在 & 展开以及#) 转

换到$* ，即对下式进行 +,-./0 级数展开：

+! 1$)" ! +［# "!
#

$ ! $
%$（ %$ " %%$ ）］

1$*" "!
#

$ ! &
%$（$*$ 1$)$ ）"，（$2）

+（’ " ,）! +［, " & "!
#

$ ! $
%$（($ " (%$ ）］’（3&）

再收集相同的%阶次的量，即可得到各阶 45.60 形

式解与 7,8,986 形式解间的转换关系 ’至此，求解所

必需的方程式已全被列出，有：$）对同一流体质点在

相同的时空下，在 45.60 与 7,8,986 两种形式下其流

速为同一值，即其解唯一，即（$*）式与（$:）式；3）所

考虑的波动场满足 7,80,986 形式下质量守衡，即

（$;）式；<）45.60 形式下波动自由表面水位 ’ !!（ !，

"）转换成对应的 7,8,986 形式 ’（#，&，"），即（$(）式；

故可得转换方程组如（$*）—（$(）式所示 ’ 由此方程

组，即可由已知的 45.60 形式的流场解，求解出事先

完全未知的 7,80,986 形式描述下的流场解 ’ 以往学

者如 =>686.［$*］，?@69［$:］等因为忽略了流体质点运动

频率与波浪波形频率不同的特性，且仅考虑第（$）项

的方程式，而忽略了第（3）项与第（<）项的方程式，致

使在由 45.60 解转换到 7,80,986 解至第三阶时会出

现含时间的不合理的共振项，也无法得到 7,80,986
系统下流体质点平均运动高程与流体质点运动周期

等与 45.60 系统解下是不相同的重要特性［$;，$(］’详细

求解过程如下节所述 ’

! "#$ 解析求解 %&’(&)’* 形式解至第三阶

< ’$ ’$A 第一阶的 7,80,986 形式解

由（$2）与（3&）式代入（$*）—（$(）四式中取出第

一阶为

%$# " %%$# " ($& " (%$& "［$&#（ %$$" " %%$$& " ）

"$&&（($$" " (%$$& " ）］" ! &， （3$,）

%$$* "
" %%$$*& " ! B/C@+（& " ,）

B/C@+, ［B/C（+# 1$*"）

1（$*& 1$)&）"C>9（+# 1$*"）］，

（3$D）

($$* "
" (%$$*& " ! C>9@+（& " ,）

B/C@+, ［C>9（+# 1$*"）

"（$*& 1$)&）"B/C（+# 1$*"）］，

（3$B）
（($ " (%$ ）& ! & !#& B/C（+# 1$*"）’ （3$E）

由（3$,）—（3$E）式及波动流场非处于共振情况

下，解得第一阶的 7,80,986 解为

$*& !$)& !$&， （33,）

%$ ! 1 B/C@+（& " ,）
B/C@+, C>9（+# 1$*"），

%%$ ! &， （33D）

($ ! C>9@+（& " ,）
B/C@+, B/C（+# 1$*"），

(%$ ! & ’ （33B）

<A$A3A 第二阶的 7,80,986 形式解

接着，和求解第一阶解的处理相同，取出%3 阶

次量，且应用所得的第一阶解（33）式，得第二阶为

%3# " %%3# " (3& " (%3& " %$#($&

1 %$&($# "（$*$#%$$* "
"$*$&($$* "

）" ! &，（3<,）

$&（ %3$* "
" %%3$& " ）"$*$ %$$* "

! C>9@+（& " ,）
B/C@+, +$& ($ B/C（+# 1$*"）

1 B/C@+（& " ,）
B/C@+, $&［+%$ "（$*$ 1$)$）"］

F C>9（+# 1$*"）

" <
) +$&（#13

& 1#3
&）

B/C@3+（& " ,）
B/C@3+,

F B/C3（+# 1$*"）， （3<D）

$&（(3$* "
" (%3$& " ）"$*$ ($$* "

! B/C@+（& " ,）
B/C@+, +$& ($ C>9（+# 1$*"）

" C>9@+（& " ,）
B/C@+, $&［+%$ "（$*$ 1$)$）"］

F B/C（+# 1$*"）

" <
) +$&（#13

& 1#3
&）

C>9@3+（& " ,）
B/C@3+,

F C>93（+# 1$*"）， （3<B）
（(3 " (%3 ）& ! &

[! 1 +#& %$C>9（+# 1$*"）

" $
) +（<#1$

& 1#&）B/C3（+# 1$*" ]）
& !&

’（3<E）

由（3<,）—（3<E）式及波动流场处于非共振情况

下，得第二阶的 7,80,986 形式解为

$*$ !$)$ ! (%3 ! &， （3),）
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!! " # $
% "（!#!

& #!!
&）

’()*!"（# + $）
’()*!"$

, )-.!（"% #"&’）+ /
0 "（/ #!!

&）

, )-.!（"% #"&’）， （!01）

!2! " /
! "（/ +!&

!）
’()*!"（# + $）

’()*!"$ "& ’， （!0’）

(! " $
% "（!#!

& #!!
&）

)-.*!"（# + $）
’()*!"$ ’()!（"% #"&’）

+ /
0 "（/ +!!

&）
)-.*!"（# + $）

’()*!"$ 3 （!04）

$5/5$5 第三阶的 67897.8: 形式解

和前二阶的求解处理一样，取出#$ 阶次量且应

用前二阶的解（!!）与（!0）式，无共振出现下，#$ 阶

可被列出为

!$% + !2$% + ($# + (2$#

" "$［
/
0（$!#!

& + ; # <!!
&）

’()*$"（# + $）
’()*$"$

, ’()（"% #"&’）

+ /
0（$!#!

& # ; + 0!!
&）

’()*"（# + $）
’()*"$

, ’()$（"% #"&’）］

#｛"&!%
’()*"（# + $）

’()*"$ ’()（"% #"&’）

+ "&!# + "$（/ +!!
&）"&

)-.*!"（# + $）
’()*![ ]"$

, )-.*"（# + $）
’()*"$ )-.（"% #"&’）｝’， （!=7）

"&（ !$"& ’
+ !2 $"& ’ ）+"&! !/"& ’

""& " { [! $
<0（>!#0

& + =!#!
& # =$ + $>!!

&）

, ’()*$"（# + $）
’()*$"$

# /
/<（/=!#!

& # $0 + />!!
&）

’()*"（# + $）
’()* ]"$

, ’()$（"% #"&’）

[+ /
/<（/=!#!

& + $0 # $$!!
&）

’()*$"（# + $）
’()*$"$

# /
0（/ #!!

&）
’()*"（# + $）

’()* ]"$ ’()（"% #"&’ }）

#" [&
/
!（/ +!!

&）"!"&
’()*!"（# + $）

’()*!"$

+（"&! #")! ]）
’()*"（# + $）

’()*"$ · ’)-.（"% #"&’），

（!=1）

"&（($"& ’
+ (2$"& ’ ）+"&! (/"& ’

""& " { [! $
<0（>!#0

& + =!#!
& # =$ + $>!!

&）

, )-.*$"（# + $）
’()*$"$

# /
/<（>!#!

& # /% + >!!
&）

)-.*"（# + $）
’()* ]"$

, )-.$（"% #"&’）

[+ /
/<（>!#!

& + /% # !;!!
&）

)-.*$"（# + $）
’()*$"$

+ /
0（/ #!!

&）
)-.*"（# + $）

’()* ]"$ )-.（"% #"&’ }）

+" [&
/
!（/ +!!

&）"!"&
’()*!"（# + $）

’()*!"$

+（"&! #")! ]）
)-.*"（# + $）

’()*"$
, ’’()（"% #"&’）， （!=’）

（($ + (2$ ）# " &

"! {& ［"（ !! + !2! ）+（")! #"&!）’］)-.（"% #"&’）

+ /
! "! !/! ’()（"% #"&’）｝# " &

# /
! "!（$!&

#/ #!&）!/ )-.!（"% #"&’ }）
# " &

+ " [! /
/<（$!&

#/ + /!!& # /$!&
$）’()（"% #"&’）

+ /
<0（!;!&

#$ # >!&
#/ + >!& # $!&

$）

, ’()$（"% #"&’ ]） 3 （!=4）

由（!=7）—（!=’）式，按照前面求解第二阶解的

同样步骤，则可解得第三阶的 67897.8: 形式解为

"&! " /
/<"& "!（>!#!

& # /& + >!!
&）

# /
!"& "!（/ +!!

&）
’()*!"（# + $）

’()*!"$ ，（!<7）

!$ "［$$$$ )-.$（"% #"&’）

+$$$/ )-.（"% #"&’）］
’()*$"（# + $）

’()*$"$
+［$$/$ )-.$（"% #"&’）

+$$// )-.（"% #"&’）］
’()*"（# + $）

’()*"$ ，

!2$ " & 3 （!<1）

($ "［%$$$ ’()$（"% #"&’）

+%$$/ ’()（"% #"&’）］
)-.*$"（# + $）

’()*$"$
+［%$/$ ’()$（"% #"&’）

+%$// ’()（"% #"&’）］
)-.*"（# + $）

’()*"$ ，
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!! " # $ % （&’(）

其中各项系数如下所示：

!""" # ) *
’+ "

&（,")+
$ - .")&

$ ) ." - ","&
$），

!""* # ) *
*’ "

&（*.")&
$ - "/ ) &*"&

$），

!"*" # *
+/ "

&（*.")&
$ ) "+ - *,"&

$），

!"** # *
*’ "

&（,")&
$ ) *$ - ,"&

$），

#""" # *
’+ "

&（,")+
$ - .")&

$ ) ." - ","&
$），

#""* # *
*’ "

&（,")&
$ - && ) *."&

$），

#"*" # ) *
*’ "

&（"")&
$ ) ’ - ""&

$），

#"** # ) *
*’ "

&（,")&
$ ) *$ - ,"&

$）%

!"#" 印 证

由上述结果右知，本文所考虑的自由表面规则

前进波动场中的流体质点速度，可由（&&），（&+）与

（&’）式从 01234 形式表示可完全转换到完全未知的

56746873 形式表示其流体质点的运动轨迹 % 而以往

学者如 9:3732［*.］，;<38［*’］因忽略了流体质点运动频

率与波浪波形频率不同的特性，仅考虑第（*.）式与

（*’）式，并忽略了（*=）式与（*/）式，致使在从 01234
解转换至 56746873 解至第三阶次量时会出现含时间

的不合理的共振项，也无法得到 56746873 系统下流

体质 点 平 均 运 动 高 程 与 流 体 质 点 运 动 周 期 等 与

01234 系统解不相同的重要特性［*=，*/］% 因此，本文所

考虑的自由表面规则前进重力波动场，由 01234 形式

的流场解按照本节的推导是完全可转换成 56746873
形式解的；而且与与纯由 56746873 描述方式下解出

的流场解完全一致，如（+）—（’）式 %

+ > 56746873 形式解转换成 01234 形式解

本文论述的主旨是按照同一流体质点在相同时

间与位置处其流速值唯一，与在波浪时空周期下一

波长的水体质量也唯一，即满足（*.）—（*/）式，从一

已知的形式解完整地推导出事先完全未知的另一形

式解 %从 56746873 形式解转换成 01234 形式，即转换

成一般常用的 01234 形式至第三阶次量解的情况 %可
由倒推上节的处理方式得到，即利用 ?6@2A4 级数将

# 在 $ 展开，% 在 & 展开，以及$’ 转换到$(

"# )$’) # "［$ )!
B

* # *
%*（ +* - +!* ）］

)$() )!
B

* # *
%*（$’* )$(*）)，（&=）

"（% - ,）# "［, - & )!
B

* # *
%*（!* - !!* ）］，（&/）

其中

$’ #$’$ -!
B

* # *
%*$’* ，

$( #$($ -!
B

* # *
%*$(* ，

$’$ #$($ #$$ % （&,）

收 集 同 阶 量，即 可 得 到 各 阶 01234 形 式 解 与

5676873 形式解间的转换关系；并由波动并处于无共

振情况得出 01234 形式解中前进重力波波形脉动的

周波率$( % 基于此，应用已有的（+）—（’）式或上节

所求得的（&&），（&+）与（&’）式的 56746873 形式解，就

能把已知的 56746873 形式解的流速势函数&（ #，%，

)）、流体质点速度的水平分量 $) # -（ #，%，)）与垂

直分量 &) # .（ #，%，)）及水位 &（ #，$，)）等，成功地

转换成事先完全未知的 01234 形式的流速势函数

’（$，&，)）、速度水平分量 /（ $，&，)）与速度垂直分

量 0（$，&，)）及水位 &（ $，)）等，并可以证明准确无

误 %其详细的推导过程如下 %
由于前进重力波 56746873 形式解中，各阶量 +* ，

+!* 与 !* ，!!* 皆为 #，% 与 ) 的函数，因此利用（&=）—

（&,）式将它们于 # 在 $，% 在 &，及$’) 在$() 连续展

开，由已知展开至(" 的解（+）—（=）式中 +!* # !!* # $
与$’ 为 常 数 下，应 用（&=）—（&,）式 进 行 连 续 的

?6@2A4’C 级 数 展 开 至(" 阶，以 通 式 的 函 数 形 式

%121（#，%，$’)）表示则有

(121（#，%，$’)）

#(121（$，&，$()）- !
B

1* # *

*
1！

{D ) !!# # # $
% # &
$’ #$(

!
B

* # *
(*+*（#，%，$’)[ ]）

) !!% # # $
% # &
$’ #$(

!
B

* # *
(*!*（#，%，$’)[ ]）

) !
!（$’)） # # $

% # &
$’ #$(

!
B

* # *
(*（$(* )$’*）[ ] })

1*
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!!!"!（#，$，"%&）， （"#）

又因无共振情形的发生，故需"%’ $"(’ 即"% $"( %因
此，（"#）式又可写为

!!"!（#，$，"%&）

$!!"!（)，*，"(&）

&!
’

!( $ (

(
!(

{！ ) !!# # $ )
$ $ *
"% $"(

!
’

’ $ (
!’+’（#，$，"%&[ ]）

) !!$ # $ )
$ $ *
"% $"(

!
’

’ $ (
!’,’（#，$，"%&[ ] }）

!(
!!"!（#，$，"(&）

$!!"!（)，*，"(&）

&!
’

!( $ (

(
!(

{！ ) !!# # $ )
$ $ *
"% $"

[
(

!
’

’ $ (
!’+’（)，*，"(&）

& (
!*

(！ ) !!# # $ )
$ $ *
"% $"(

!
’

’( $ (
!’( +’(（#，$，"%&[ ]）

) !!$ # $ )
$ $ *
"% $"(

!
’

’( $ (
!’( ,’(

（#，$，"%&[ ] )）
!*

!!
’

’ $ (
!’+’（#，$，"%& ]）

) !!$ # $ )
$ $ *
"% $"

[
(

!
’

’ $ (
!’,’（)，*，"(&）

& (
!*

(！ ) !!# # $ )
$ $ *
"% $"(

!
’

’( $ (
!’( +’(（#，$，"%&[ ]）

) !!$ # $ )
$ $ *
"% $"(

!
’

’( $ (
!’( ,’(

（#，$，"%&[ ] )）
!*

!!
’

’ $ (
!’,’（#，$，"%& ] }）

!(
!!"!（#，$，"(&）

{$ !!"! )!! & ( +(
!"!

!# & ,(
!"!

!
[ ]$

&!! & [* ) +*
!"!

!# ) ,*
!"!

!$ & +(
!+(
!#
!"!

!#

& ,(
!+(
!$
!"!

!# & +(
!,(

!#
!"!

!$ & ,(
!,(

!$
!"!

!$

& (
* +(*

!* "!

!#* & *+( ,(
!* "!

!#!$ & ,(
*!

* "!

!$( ) ] }* # $ )
$ $ *
"% $"(

& -（!! & "）% （"(）

应用（"(）式，把前进重力波的 +,-.,/-0 形式解经连

续的 1,234. 级数展开 % 由已知的 +,-.,/-0 形式解转

换成事先完全未知的 5630. 形式解至第三阶时，有

.
"#

/ $ .
"#

!
!&)（#，$，&）

$ .!
7489.（0 & *）

7489.0 748（.) )"(&）

& "
: .*!*（#)*

# )#*
#）

7489*.（0 & *）
7489*.0

! 748*（.) )"(&）

& ."! [" (
:（( )#*

#）
7489.（0 & *）

7489.0
! 748（.) )"(&）

& "
;:（<#):

# & =#)*
# ) =" & "<#*

#）

! 7489".（0 & *）
7489".0 748"（.) )"(& ]）

$ .
"#

1（)，*，&）， （"*,）

.
"#

2 $ .
"#

!
!&*（#，$，&）

$ .!
8>/9.（0 & *）

7489.0 8>/（.) )"(&）

& "
: .*!*（#)*

# )#*
#）

8>/9*.（0 & *）
7489*.0

! 8>/*（.) )"(&）

& ."! [" (
:（( )#*

#）
8>/9.（0 & *）

7489.0
! 8>/（.) )"(&）

& "
;:（<#):

# & =#)*
# ) =" & "<#*

#）

! 8>/9".（0 & *）
7489".0 8>/"（.) )"(& ]）

$ .
"#

3（)，*，&）， （"*?）

.*

"#
$（#，$，&）

$ .!
7489.（0 & *）

7489.0 8>/（.) )"(&）

& .*! [* "
@（#

)*
# )#*

#）
7489*.（0 & *）

7489*.0

! 8>/*（.) )"(&）) (
:（( )#*

#）"# ]&
& ."! [" (

:（( )#*
#）

7489.（0 & *）
7489.0

! 8>/（.) )"(&）

& (
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至此所考虑的前进重力波波动场的 34564752 形

式的流场解，转换成为对应完整的 89:26 形式表示所

必需呈现出的流场中流速势函数、流速与分散关系

及水位等物理量 1在 89:26 形式表示下的时空函数关

系展开至第三阶次量皆已被求出如（$"4）—（$"2）式

所示，其结果与单纯由 89:26 形式描述下的流场解

（’）—（$）式完全相同 1

; < 结 论

本文对具非旋转性运动的理想流体中，其前进

重力波波动场在 89:26 与 34564752 两种不同的方式

描述下，由展开至第三阶的流场解析解，按照质量守

衡性、同一流体质点在同一时空流速唯一、在自由表

面水位处 89:26 形式解与 34564752 形式解应该相同，

而且考虑到流体质点运动频率!& 与波浪波形频率

!% 不同的特性，来推导它们之间可以相互转换，并

且论述它们各自描述波动场的整体特性 1按照所得

结果，有几点明确的结论如下 1
’ 1 单纯以完整的 89:26 或 34564752 形式描述

下，解 析 所 得 到 的 前 进 重 力 波 波 动 的 89:26 或

34564752 形式的两种流场解，在考虑到流体质点的

运动轨迹与运动周期下，对它们各自进行连续的

=4>:,6 级数展开下是一致的，且可完全相互转换 1 1
" 1 在上述的转换关系下，89:26 形式的波动流

场解析解可以描述出波动场中的流体质点的运动轨

迹与其运动的周期，及前进波动场中衍生出的质量

传输 1
$ 1 对流场中具有非旋转者的流体质点运动，以

34564752 形式描述下解析所得的结果，是可转换成

以 89:26 形式描述下的；用这两种不同方式描述与解

析的流体非旋转性运动，结果一致 1
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