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在免疫监视的 *+,-./-0肿瘤生长动力学模型中引入关联的乘性白噪声，并考虑抗肿瘤体系的免疫系统激活阈
值存在差异，对上述动力学生长方程进行数值仿真计算 1发现噪声关联强度能够调节抗肿瘤体系个体的免疫效果，
但调节的结果存在差异；噪声关联强度!的取值存在一个最佳区间，在该区间内更多的抗肿瘤体系个体能实现最
大免疫效果 1
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! @ 引 言

肿瘤是多种因素长期综合作用引起的一种复杂

生物现象，它严重威胁人类健康 1在医学及生物领域
以外，物理、化学及数学等不同学科分支的科学家都

从相关专业领域研究肿瘤的生长规律和发病机理，

探求建立合理有效的预防和治疗肿瘤的理论 1近年
来，各种肿瘤的数学物理模型不断出现 1 如
A+6B=C:/-+?模型［!］，自限制模型［"］，4>=? 模型［#］等 1
非线性物理的研究者将噪声引入 *+,-./-0生物生长
方程，研究噪声对肿瘤生长的影响 1 D- 等人［2］发现
在肿瘤生长过程中乘性噪声可诱发其凋亡 1 EF+?,
等人［%，(］证实了乘性噪声对肿瘤生长规律有分化作

用，乘性噪声强度变化引起肿瘤细胞生长的随机共

振现象，同时在周期性外力作用下，肿瘤细胞生长率

具有季节性调节问题 1 G=-等人［’，)］研究了关联噪声
作用下肿瘤生长模型的稳态性质和迁移率，发现噪

声关联强度能抑制肿瘤的生长，噪声强度能减少首

通时间 1 H0F7I5G7C0-?=J 等人［3］和 K-7.0+?7C+ 等人［!&］

考察了噪声对免疫监视下的肿瘤在两稳态势垒间的

迁移率及噪声对肿瘤凋亡的影响 1 L7?,等人［!!，!"］分
别研究了色噪声驱动下肿瘤生长系统以及基因转录

调节系统的瞬态性质，发现关联强度对平均首通时

间有不同的影响 1然而这些研究工作中很少涉及到
肿瘤体系的免疫敏感性问题 1 M+=I=8等［!#］近期报道
了利用适应性免疫监视治疗让肿瘤细胞处于休眠状

态而使得癌症有望变成可控的慢性病，这不仅让人

们对癌症的恐惧观念和悲观认识产生改变，也为癌

症临床诊断方式及治疗策略增添了新思路，他们的

工作凸显免疫敏感性研究在肿瘤治疗过程中的重要

性 1 NF7+等人［!2］从理论计算和临床观察两个方面，
分别独立考察了免疫监视及治疗干预综合作用下的

肿瘤生长动力学，理论结果预测与临床观察数据基

本一致 1综上所述，考虑抗肿瘤体系的免疫系统激活
阈值存在差异性（即抗肿瘤体系的免疫敏感性存在

差异），研究关联噪声对免疫效果的影响将会更加符

合实际情况 1
本文基于免疫监视下的肿瘤细胞的非线性生长

动力学分析，在抗肿瘤体系的免疫系统激活阈值存

在差异性的基础上，考察源自于治疗干预过程的两

个分别修饰肿瘤生长率和免疫系数的同源乘性噪声

之间的关联强度对不同抗肿瘤体系个体的免疫效果

的影响 1 将“有效免疫”定义为抗肿瘤体系个体的
免疫系统激活后，成功抑制肿瘤细胞生长的免疫效

应 1研究乘性噪声之间的关联强度能否实现抗肿瘤
体系个体的有效免疫 1
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!" 考虑免疫的肿瘤生长数理模型

基于肿瘤细胞的酶动力学分析，免疫监视的肿

瘤细胞生长过程可以归结为免疫监视的 #$%&’(&)模
型［*+，*,］为

-!
- " . #! / $!! /!（!）， （*）

变量 "，! 和系数 #，$ 分别表示演化时间、肿瘤细胞
数密度、肿瘤细胞线性增长率、环境和营养限制系

数 0免疫项!（!）通常可采取"!
! 1（#! 2 !!）［*3］形式，

"是免疫系数，#
! 是免疫系统激活阈值 0以往的研究

中，为了简便起见一般将免疫系统激活阈值作为恒

定值处理并设定#! . * 0
关系式（*）是一个没有考虑涨落因素的理想方

程 0但在实际生活中，外界环境可能会影响肿瘤细胞
的生长 0如物理化学因素、温度、营养供应以及患者
自身生理和心理状况的起伏、不同治疗手段的介入

会使肿瘤生长率 #和机体的免疫因子"会发生一定
的涨落和波动 0于是（*）式可写成随机微分形式

-!
- " . # 2$( )( )" ! / $!! / " 2%( )( )" !!

#! 2 !!
，（!）

该方程被定义为抗肿瘤动力学生长模型，式中$（ "）
和%（ "）是乘性高斯白噪声，分别修饰生长率 #和免
疫因子"，它们满足以下统计性质：
〈$（ "）〉. 4，
〈$（ "）$（ "5）〉. !%&（ " / "5）， （67）
〈%（ "）〉. 4，
〈%（ "）%（ "5）〉. !&&（ " / "5）， （68）

〈%（ "）$（ "5）〉. !’!%&&（ " / "5）， （6)）
式中 %，&分别为肿瘤自然生长率乘性噪声$（ "）和
免疫系数乘性噪声%（ "）的强度，’是两种乘性噪声
之间的关联强度 0&（ " / "5）是 9&:7) -;<(7函数，" 和
"5 表示两个不同的时刻 0
在数值计算中两个噪声通过图 *所示的流程图

实现关联［*=］0通过随机时间函数程序产生两个完全
无关的噪声 ’ 和 ( 0输出 ) 和 ’ 具有相同的时间序
列 0开关 ’>&()?用于对 ’或(采样 0设定一个周期内
’从未被采样，则%（ "）和$（ "）（输出 %，此时同 (具
有相同的时间序列）是非关联的，即’ . 40如果在
一个周期中总对 ’ 采样，那么%（ "）和$（ "）具有相
同的时间序列，即’ . *0类似地，如果在一个周期
内，’被采样时间占 +4@，那么’等于 4"+ 0上述关联
强度的 4"’" *变化范围，实现噪声从非关联、部

分关联到完全相关状态 0

图 * 产生两个关联噪声的建模流程图

采用概率分布 *（!）来描述（!）式给出的动力
学方程的肿瘤细胞数密度 ! 的分布状态［*A，!4］，概率

分布函数 *（!）满足归一化条件#
B

4
*（!）-! . *0可

以得到肿瘤细胞数密度的平均值〈!〉为

〈!〉.#
B

4
( )!* ! -!， （C）

〈!〉的增加表示免疫监视下的肿瘤不断生长，抗肿
瘤体系的免疫效果减弱，反之肿瘤不断衰减灭亡，抗

肿瘤体系的免疫效果增强 0
关于随机微分方程（!）的数值解算法过程，可以

参考文献［!*］给出的一般通用算法，限于篇幅这里
就不再详述，计算程序具体实现是采用了计算软件

D7(<78中的 C—+阶 EFG%;HIF((7法库函数 $-;C+ 0
涨落环境下，不同免疫激活阈值的抗肿瘤体系

个体的免疫效果存在差异 0 图 ! 给出肿瘤细胞数
密度平均值〈!〉随免疫系统激活阈值#! 的变化

趋势［!!］0

图 ! 不同激活阈值的抗肿瘤体系个体的免疫效果

由图 !可知，在〈!〉增长缓慢的 J区激活阈值
在小于 4",C的范围内，肿瘤细胞的平均值数密度
〈 !〉小于 4"+，说明免疫激活后，免疫系统有效地抑
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制了肿瘤的生长，免疫效果明显 !图中 "区激活阈值
在 #$%&—’$(的范围内，〈!〉迅速增大，说明免疫激
活后，免疫系统抑制肿瘤生长的能力急剧减弱，免疫

效果减弱 !图中 )区激活阈值大于’$(，〈!〉大于 *且
基本处于增长饱和阶段，说明免疫激活后，免疫系统

不能抑制肿瘤的生长，免疫效果接近丧失 !为了方便
以后的分析讨论，这里给出有效免疫的定义：抗肿瘤

体系个体的免疫系统激活后，抑制肿瘤细胞的平均

值数密度〈!〉维持在较低水平缓慢增加的免疫效
应 !本文中将肿瘤细胞的平均数密度〈!〉小于 #$*的
免疫区域定义为“有效免疫”区域，用有效免疫反映

抗肿瘤体系个体成功抑制肿瘤生长的免疫效果 !

+ $ 结果与讨论

引起生物体系的噪声涨落因素很多 !如果两个
噪声部分地来源于同一因素（即所谓同源部分），那

就属于本文部分讨论的关联噪声 !如治疗引起涨落，
既有生长率的涨落，也有免疫系数的涨落，这两种涨

落源自于治疗干预，针对每个生物体而言可以认为

是同源的 !因此，有必要考察不同关联程度下生物免
疫体系的敏感性（激活阈值）的变化趋势 !生物体的
免疫系统复杂而有效，能成功阻止异物入侵，但也容

易受外界因素的影响 !如接种疫苗，适宜的生活环境
等积极因素都有利于增强免疫；而放射性物质的辐

射，环境污染等消极因素都会减弱免疫 !当这些因素
以及其他涨落因素共同作用人体时，究竟会对人体

的免疫系统产生怎样的影响？本文从非线性物理的

角度出发，考察这些涨落因素对抗肿瘤体系免疫效

果的影响 !
图 +所示不同抗肿瘤体系个体免疫效果随噪声

关联强度的变化趋势 !免疫激活阈值!, - #$’,时，
肿瘤细胞的平均数密度〈!〉随着关联强度的增大维
持本身大小〈!〉- #$#%附近，说明噪声之间的关联
强度"对此抗肿瘤体系个体免疫效果影响甚微 !免
疫激活阈值!, - #$%. 时，〈!〉随着关联强度的增大
逐渐减小至〈!〉- #$&+附近并维持稳定 !说明噪声
之间的关联强度"提高了此抗肿瘤体系个体免疫效
果 !免疫激活阈值!, - #$/#时，随着关联强度的增
大，〈!〉先减小后增大，说明噪声之间的关联强度"
先提高此抗肿瘤体系个体免疫效果，达到极值后又

衰退 !表明存在一中等关联强度可达到最佳的免疫
效果，实现有效免疫而抑制肿瘤的生长 !免疫激活阈

值!, - +$#, 时，〈!〉随着关联强度的增大单调增
加 !说明噪声之间的关联强度"对此抗肿瘤体系个
体免疫效果起到负面作用 !图 &所示抗肿瘤体系个
体免疫效果随噪声关联强度的变化总趋势 !

图 + 不同免疫激活阈值下，肿瘤细胞平均数密度随噪声关联强

度的变化

图 & 肿瘤细胞平均数密度〈 !〉随免疫激活阈值和噪声关联强

度的变化

总体说来，，噪声之间的关联强度能够对不同抗

肿瘤体系个体的免疫效果进行调节，但调节的结果

存在差异 !研究关联强度能否使得抗肿瘤体系个体
实现有效免疫显得意义颇大 !从肿瘤生物医学角度
来看，由于对肿瘤的治疗干预（放0化疗）在杀死肿瘤
细胞的同时也会令基体的免疫能力下降，因此起因

于治疗的同源噪声对二者的涨落修饰都是正向性关

联，本文中也就只需考虑正相关 !上述结果说明一定
关联性的同源高斯白噪声对具有不同免疫激活阈值
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的抗肿瘤体系个体实现有效免疫的积极作用 !需要
指出的是本文的分析讨论仅限于关联白噪声，而针

对关联色噪声环境下肿瘤体系的免疫敏感性问题还

非常值得进一步探讨 !

" # 结 论

本文研究免疫监视下的肿瘤细胞生长过程，在

$%&’()’*动力学方程中引入修饰肿瘤生长率和免疫
因子的乘性关联高斯白噪声，并考虑抗肿瘤体系的

免疫系统激活阈值存在差异性，对肿瘤细胞的生长

进行了模拟仿真 !发现噪声之间的关联强度!能够
对不同抗肿瘤体系个体的免疫效果进行调节，但调

节的结果存在差异 !关联强度!存在一个最佳取值
区间使得更多的抗肿瘤体系个体实现有效免疫 !本
文结果对于肿瘤的临床治疗有一定的启示性 !
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