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利用阶梯形变幅杆的应变放大作用，构造了磁致伸缩)阶梯形弹性基底)压电复合结构 * 采用等效电路法分析
了沿长度方向振动复合结构的一阶磁电响应 * 计算了 +,-.,/0123)阶梯形铍青铜基底)45+267复合结构的磁电响应，
并与实际结构的磁电响应进行了比较，由于理论分析中忽略了胶层产生的损耗，理论值和实验结果的变化规律相

似，但是谐振频率点和磁电电压转换系数有一定的差异 * 同时比较了阶梯形基底和等截面杆基底复合结构，分析
表明前者具有更高的磁电电压转换系数 * 研究了阶梯形弹性基底长度比及层厚比对复合结构纵振动一阶模态的
磁电电压转化系数的影响：当 ’）阶梯形变幅杆宽端长度与总长的比值为 #8"6 时；%）阶梯形弹性基底厚度是
+,-.,/0123厚度的 ’)"时，复合结构的磁电电压转换系数最大 *
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’ 8 引 言

磁电效应是指材料在外加电场作用下产生诱导

磁化或材料在外加磁场作用下产生电极化的现

象［’，%］* 近来，磁致伸缩、压电两相复合材料一直是
研究的热点［$］，目前磁电复合材料主要有颗粒混

合［"，6］和层合结构［9—:］* 实验研究表明［’#］，层状复合
材料的磁电效应远高于混相复合材料，但是直接层

合复合材料的磁电电压转换系数依赖材料的特性，

很难进一步提高［’’］* 作者所在的课题组从结构而非
材料本身特性入手，提出了一种新的复合结构［’’］，

即在磁致伸缩层和压电层下增加一个弹性变幅杆基

底，利用阶梯形弹性基底的应变放大作用提高磁电

电压转换系数 *
变幅杆是一种变截面结构，具有应变放大作用，

其中，阶梯形变幅杆与其他类型的变幅杆（如悬链

形、指数形等）相比，具有较大的应变放大系数［’%］，

应变最大处在其截面突变处，且制备简单；由于压电

材料输出电压与其所受应变成正比，在相同的激励

和接收条件下，采用阶梯形基底的复合结构可以获

得更大的磁电电压转换系数 *
纵振磁电复合结构的理论分析方法一般有弹性

力学法［(，’$］、格林函数法［’"］及等效电路法［9，&］等 * 格
林函数法计算复杂，而等效电路法在弹性力学方法

的基础上，引入材料的运动学方程，不仅弥补了弹性

力学方法在模型上的不足之处，而且还可以进一步

对材料磁电响应进行分析［9］* 利用等效电路法，本
文分析了磁致伸缩)阶梯形弹性基底)压电复合结构
纵振模式下的磁电响应特性，对 +,-.,/0123)铍青铜)
45+267材料的复合结构磁电响应进行了数值分析，
并讨论了阶梯形弹性基底长度比 !’ )! 以及层厚比

" 对复合结构磁电响应的影响 *

% 8 理论分析

%&’& 复合结构模型

采用阶梯形变幅杆作为基底的复合结构如图 ’
所示，磁致伸缩层沿长度方向（’方向）磁化，压电材
料沿厚度方向（$方向）极化，外加磁场（交流磁场和
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偏置磁场）方向平行于 ! 方向 " 磁致伸缩层长度方
向的中位线对齐弹性基底的位移零点即阶梯形弹性

基底的固定处，其中阶梯形弹性基底尺寸：宽端长

!!，宽 "#!，窄端长 !$，宽 "#$，宽窄端厚度为 ##，宽窄

端截面比为 "#! % "#$；磁致伸缩层尺寸：长度为 $，宽
度为 "&，厚度为 #&；压电层尺寸：长度为 %，宽度为

"’，厚度为 #’ "

图 ! 磁致伸缩%阶梯形弹性基底%压电复合结构示意图

!"!" 等效电路模型推导

为了分析方便，将图 !所示复合结构分为四部
分：第!部分：（ ( !!）—（ ( $）；第"部分：（ ( $）—

)；第#部分：)—%；第$部分：%—!$，通过求出各部

分的等效电路，利用分界面处位移连续、力平衡条

件，将四部分的等效电路有机耦合，得到复合结构的

等效电路模型 "
$ *$*!* 第!部分和第$部分等效电路模型推导
第!部分与第$部分都是无负载的等截面杆，

对这两部分的分析方法相同 " 根据运动学方程、牛
顿定律及均匀杆与电波传输线的类比［!$］，第!（$）
部分等效电路如图 $所示 " 其中

&! + ,!# ’# ## "#! -./
(（!! ( $）( )$

，

&$ + ( , !# ’# ## "#!
01/(（!! ( $），

&2 + ( ,!# ’# ## "#$ 340
(（!$ ( %）( )$

，

&5 + ) !# ’# ## "#$
01/(（!$ ( %），

6% +
7
%!%
是纵波在阶梯形基底中的传播速度，* 是

阶梯形杆材料的杨氏模量，!# 是阶梯形杆材料的密

度 " +!，+$ 分别为 , + ( !!，, + ( $处的质点沿 ,

方向的振动速度，+2，+5 分别为 , + %，, + !$ 处的

质点沿 , 方向的振动速度，-!!（-5!），-!$（-5$）分别

是第!（$）部分两端沿 , 方向的外加作用力 "

图 $ 第!（$）部分等效电路图

$*$*$* 第"部分等效电路模型推导

图 2 第"部分示意图

纵振动的磁致伸缩层本构方程为

.!& + ./
!! 0!& 8 1!!&/!， （!.）

2! + 1!!& 0!& 8"
9
!! /!， （!#）

其中 /!，2! 分别是外加的磁场强度和磁感应强度，

3!&，0!&分别是磁致伸缩层的应变和应力，3/!!，1!!&，

"
9
!!分别是磁致伸缩层在恒定磁场下的弹性柔顺系

数、压磁系数和恒应力下的材料磁导率 " 记 4#!是基

底宽端横截面积，4& 是磁致伸缩层横截面积，4! 是

第"部分的总横截面积，则有 4! + 4#! 8 4& "
分析沿 , 方向的小体元（ ,，, 8 :, 所限定的区

间）的受力情况，根据牛顿定律可以写出动力学方程

&（4&·0!& 8 4#!·0!%）

&, :,

+（4&·!& 8 4#!·!#）
&$
#
&"$ :,
， （$）

其中 0!# + *3!#，是基底沿 , 方向的应力分布函数，

3!%是基底沿 , 方向的应变分布函数；!& 是磁致伸缩
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层材料密度，!! 是阶梯形杆材料的密度；"（ !）是层
合结构沿 ! 方向位移分布函数 "
在理想粘贴条件下，磁致伸缩层与基底层沿 !

方向的位移、应变相等，有

"#$ % "#! % !"!!
， （&）

#$，#!#是与 ! 无关的量，从（#’）式中解出 $#$，代入

（(）式，并结合（&）式，得到波动方程

!(
"
!%(

% &$!!
(
"
!!(， （)）

式中 &$! %

# * ’
()

##
+ *’

!! $!
，为层合结构中纵波速；’

%
#!#

##
，为基底层横截面积占基底层与磁致伸缩层的

总横截面积的比；!$! %!$（# * ’）+!!’，为层合结
构材料的平均密度 " 对于简谐激励，（)）式可以写为

!(
"
!!( + +(

$!" % ,， （-）

式中 +$! %#. &$!，为圆波数，#是角频率 "（-）式的
通解为

"（!）% #/01+$! ! + ,123+$! !， （4）
其中 #，, 是待定系数 "
根据边界条件

"
·

# % 5#-（* .），"
·

( % 5#-（,）， （6）

"
·

#，"
·

( 分别是第二部分两端的端面质点沿 ! 方向的
振动速度，代入（4）式得

"（!）%"
·

(

5#
/01+$! ! +"

·
( /01+$! . *"

·
#

5#123+$! .
123+$! ! "

（7）
第二部分两端面沿 ! 方向的外力 /(#，/((与端

面应力的关系为

/(# % * $#$ #$ 8 ! % * . * $#! #!# 8 ! % * .，

/(( % * $#$ #$ 8 ! % , * $#! #!# 8 ! % , "
（9）

将从（#’）式中解出的 $#$及 $#! % *"#!代入（9）式中，
结合（&）式、（7）式，得机械振动方程

/(# % 5!$! &$! # [# "
·

# :’3
+$! .
(

* #
123+$! .
（"
·

# *"
·

( ]） +$$)#

% 0$!#"
·

# + 0$!(（"
·

# *"
·

(）+$$)#，

/(( % 5!$! &$! # [# *"
·

( :’3
+$! .
(

* #
123+$! .
（"
·

# *"
·

( ]） +$$)#

% * 0$!#"
·

( + 0$!(（"
·

# *"
·

(）+$$)#，（#,）

其中 0$!# % 5!$! &$! ## :’3
+$! .( )(
，0$!( %!$! &$! ##

5123+$! .
，

$$ %
（# * ’）1##$ ##

")##
"

由（#,）式根据基尔霍夫定律，采用磁机电类比
可画出如图 )所示的等效电路图 "

图 ) 第"部分等效电路图

(;(;&; 第#部分等效电路

图 - 第#部分示意图

纵振动的压电层本构方程为

"#< % "2## $#< + 1&#< 2&， （##’）

3& % 1&#< $#< +%$
&& 2&， （##!）

其中 2&，3& 分别是沿厚度方向的电场强度和电位

移，"#<，$#<分别是压电层的应变和应力，"2##，1&#<，%=
&&

分别是压电层在恒定电场下的弹性柔顺系数、压电

系数和恒应力下的材料介电常数 " 记 #4( 是基底窄

端横截面积，#<是压电层横截面积，#( 是第#部分
的总横截面积，则有 #( % #!( + #< "
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厚度方向极化，长度方向振动压电片的电路状

态方程为［!"］

! # $!"% # &"’（#
·

( &#
·

)）， （!*）

式中 "% #$
+
((（! & $*

(!）%&’
’’
；$(! #

(*
(!’

$+
(( )*! !!
，是机电耦

合系数；"’ #
((!’ &+
)*!!
，是机电转换系数；# 是压电片

输出电压；#
·

(，#
·

) 分别是第三部分两端的端面质点

沿 , 方向的振动速度 ,
第三部分机械振动方程求解过程与第二部分类

同，在此不再详细叙述，只给出结果 ,

-(! # $%-. .-. / [! #
·

( /01
$’. %
*

& !
231$’. %
（#
·

( &#
·

) ]） 4"’ #

# 0’.!#
·

( 4 0’.*（#
·

( &#
·

)）4"’ #，

-(* # $%’. .’. / [* &#
·

) /01
$’. %
*

& !
231$’. %
（#
·

( &#
·

) ]） 4"’ #

# & 0’.!#
·

) 4 0’.*（#
·

( &#
·

)）4"’ # ,（!(）
推导过程中用到 # # *( ’’ , 式中 -(!，-(*是第三部

分两端面沿 , 方向的外力，

0’.! # $%’. .’. /* /01
$’. %( )*
，0’.* #%’. .’. /*

$231$’. %
；

$’. #!5 .’.，是圆波数；.’. #

! & 1
)*!!

4 21

%! ’.
，是层合

结构中纵波速；1 # /.* 5/*，是基底层横截面积占基

底层与压电层的总横截面积的百分比；%’. #%’（! &
1）4%. 1，是层合结构材料的平均密度，%’是压电层

的材料密度 ,
由（!*）式，（!(）式根据基尔霍夫定律，采用机电

类比可画出第!部分等效电路图如图 6所示 ,

图 6 第!部分等效电路图

*7*7)7 复合结构的等效电路模型
当截面突变比不太大（小于 "）时，可以近似认

为阶梯形弹性基底截面跃变处力是连续的［!*］，复合

结构四部分之间分界面处满足位移连续、力平衡条

件，有

-!* # -*!，-** # -(!，-(* # -)! , （!)）
根据（!)）式，将 *7*7!至 *7*7(推导的各部分等

效电路有机耦合起来得到复合结构的总等效电路

图，如图 8所示 ,

图 8 磁致伸缩5阶梯形弹性基底5压电复合结构等效电路模型

!"#" 磁电响应及损耗分析

复合结构自由振动时，阶梯形弹性基底两端应

力为零，即 -!! # %，-)* # %，相当于等效电路机械电
压端短路，此时复合结构等效电路如图 9所示 ,
根据图 9可得到磁电电压转换系数表达式

&# # :#
:3 # "-

0-.* 4 0"
·

0 ;

0 ; 4 0!

<
0#

0’.* 4"
*
’ 5$!"% 4 0#

·"’

$!"%
， （!"）

其中 0 ; # 0! 0* 5（0! 4 0*）4 0! 4 0-.!，0# #

0( 0) 5（0( 4 0)）4 0( 4 0’.!，0! # 0-.! 4 0’.! 4
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图 ! 复合结构自由振动时的等效电路模型

!!（!"#$ %!
$
" &’""(）&（!! % !"#$ %!

$
" &’""(），!" )

! * !# &（! * % !#）+
（,）—（,-）式推导过程中，将压电材料、磁致伸
缩材料、基底材料看成是理想弹性体，没有考虑其损

耗 + 这意味着，利用上述公式分析谐振磁电响应时，
会得到一个无穷大的磁电电压转换系数，这显然不

符合实际 +因此，引入复数电弹常数，将压电方程中
的各常数替换为复数［,-］+磁致伸缩材料与压电材料
有相似性，所以考虑磁致伸缩层损耗的方法与考虑

压电层损耗的方法类似 + 为了减少不必要的重复，
压电层和磁致伸缩层的弹性柔顺系数都用 # 表示，
压电常数与压磁常数都用 $ 表示，则

# ) #. / 0 #1，# )#. / 0#1，
$ ) $. / 0$1，$ )$. / 0$1， （,2）

磁致伸缩&阶梯形弹性基底&压电复合结构损耗
有机械损耗、电损耗、磁损耗，然而在复合结构损耗

中起主要作用的是机械损耗［3］+ 机械损耗产生的原
因主要是材料内摩擦及各材料粘结面间的损耗，这

里主要考虑材料内摩擦引起的损耗，采用机械品质

因数 %4 来反映材料损耗的大小，%4 ) #. & #1 + 由于

所选基底是高弹性材料，其机械损耗可以忽略，因

此，复合结构的机械损耗主要来自磁致伸缩层和压

电层，将（,）—（,-）式中所有的弹性柔顺系数改为复
数形式，即 # ) #. / 0 #1 + 由于（,-）式较复杂，很难化
简为显式表达式，可以借助于计算机得到数值解 +

5 6 分析与讨论

!"#" 分析

以 789:8;<=>?&铍青铜&@A7>-B 材料的复合结构
为例，根据（,-）式分析其磁电响应 + 采用的 789:8;<=>
?参数为 $,,4 ) C D ,(/ 3 4&E，#&,, ) C D ,(/ ,, 4$ &E，,$

44D 2 44 D , 44，%44 ) ,(；@A7>-B参数为 $5," )
/ $6F( D ,(/ ,( 4&E，#’,, ) ,26- D ,(/ ,$ 4$ &E，#55 )
5!((，,$ 44 D $ 44 D (6! 44，%4" ) 2-［,2］；铍青铜阶
梯形基底：杨氏模量 ( ) ,56$ D ,(,( E&4$，总长为 F,
44，宽端尺寸 5!6- 44 D 2 44 D (6- 44，窄端尺寸
5$6- 44 D $ 44 D (6- 44，宽窄端截面比为 5 +

图 3 一阶纵振磁电电压转换系数

利用（,-）式，计算得到 789:8;<=>?&铍青铜&@A7>
-B材料复合结构的纵振磁电电压转换系数如图 3
中实线所示，虚线是相应的实验值 + 理论一阶谐振
频率为 5,6-C GBH，峰值为 ,FF-65 4I&J8（, J8 )
F36-FF- K&4），实验得到的一阶谐振频率为 5(6($2
GBH，峰值是 ,,(36$ 4I&J8+ 可见，理论磁电电压转
换系数约为实验磁电电压转换系数的 ,6- 倍，频率
点误差在 -L 以内，究其原因，是在等效电路模型中
忽略了粘结层的损耗、泊松效应、引线焊点以及实验

环境等 + 与文献［3］中的 ) &* 层合结构（其中磁致
伸缩层尺寸：,$ 44 D 2 44 D , 44，压电层尺寸：,$
44 D 2 44 D (6! 44）相比，该复合结构的一阶纵振
磁电电压转换系数约是文献［3］中的磁致伸缩&压电
材料直接层合的一阶纵振磁电电压转换系数的 $
倍，文献中的一阶纵振磁电电压转换系数仅为 2((
4I&J8+
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图 !" 阶梯形杆基底结构与等截面杆基底结构比较

将阶梯形杆基底复合结构的理论磁电响应与等

截面杆基底（基底尺寸：#! $$ % !& $$ % "’( $$）复
合结构的理论磁电响应进行比较，如图 !"所示，其
中，磁致层与压电层尺寸保持不变 ) 阶梯形杆基底
复合结构的一阶峰值为 !##(’* $+,-.，等截面杆基
底结构的一阶峰值仅为 !&&" $+,-.) 阶梯形杆基底
复合结构的一阶纵振磁电电压转换系数约是等截面

杆基底复合结构的一阶纵振磁电电压转换系数的

!’(倍，可见，阶梯形杆的应变放大作用能使整个复
合结构的磁电电压转换系数增加 )

!"#" 复合结构优化

由（!(）式知磁电电压转换系数与复合结构的几
何尺寸有关，在磁致伸缩、压电材料几何尺寸一定的

情况下，可以通过改变阶梯形弹性基底的几何尺寸

优化复合结构的磁电响应 )
* ’&’!’ 阶梯形弹性基底长度优化
记阶梯形弹性基底总长为 !，其宽端长度为

!!，总长不变及其它条件不变时，通过（!(）式计算

!! 取不同值时的一阶磁电电压转换系数及频率点，

得到磁电电压转换系数及频率与 !! ,! 的关系，如图

!!所示 ) 图 !!（/）是一阶谐振磁电电压转换系数与
阶梯形弹性基底长度的关系图，图 !!（0）是一阶谐
振频率与阶梯形弹性基底长度的关系图 )
由图 !!可知，阶梯形变幅杆长度 ! 主要影响复

合结构的谐振频率，不同长度的基底复合结构的谐

振频率不同，在 !! ,! 恒定时，! 越大，谐振频率越
小；而最大磁电电压转换系数却几乎相等 ) 阶梯形
变幅杆宽端长度 !! 与总长 ! 的比值存在一最优
值，使得复合结构的磁电电压转换系数最大，该最优

图 !! 一阶磁电响应与阶梯形弹性基底长度的关系图 （/）!"1

!! ,!；（0）#1!! ,!

值是 "’2( )
*’&’&’ 阶梯形弹性基底厚度优化
磁致伸缩,阶梯形弹性基底,压电复合结构的基

底层宽端宽度等于磁致伸缩层宽度，基底层窄端宽

度等于压电层宽度，即 $0! 3 $$，$0& 3 $4，所以基底
层宽端横截面积占基底层宽端与磁致伸缩层的总横

截面积的比 % 3
&0!

&!
3

’0

’$ 5 ’0
，基底层窄端横截面

积占基底层与压电层的总横截面积的比 ( 3
&0&

&&
3

’0

’4 5 ’0
，即截面比等于相应的厚度比 ) ( 与 % 之间

存在关系：
(
% 3

’$ 5 ’0

’4 5 ’0
)

在基底层、磁致伸缩层与压电层的总厚度恒定

及其他条件不变时，改变基底层厚度，即改变 % 的
值，通过（!(）式计算其对应的一阶磁电电压转换系
数及频率点，得到磁电电压转换系数及频率与参数

% 的关系，如图 !&所示 ) 图 !&（/）是一阶谐振磁电
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电压转换系数!!!" 的关系图，图 "#（$）是一阶谐振
频率 #!" 的关系图 %

图 "# 一阶磁电响应与阶梯形弹性基底横截面积的关系图

（&）!!!"；（$）#!"

由图 "#（&）可知，当 " ’ (时，$ ’ (，复合结构中
没有阶梯形弹性基底，此时仍有较高的磁电电压转

换系数，这是 )*+,*-./!0与 12)!34直接耦合得到的
磁电电压转换系数，尽管理论值很高，但是两种材料

界面连接处能量损耗很大，实际上得到的电压远低

于理论值［"5］% 随着阶梯形弹性基底厚度的增加，磁
电电压转换系数先增大后降低，至 " ’ (67885 时，
下降为零，这是因为此时 $ ’ "（%$ 9 %:）;（%$ 9

%<）’ "，复合结构中已经没有压电层了 % 在 " ’
(6#时有一个极值点，即当阶梯形弹性基底厚度是
)*+,*-./!0厚度的 ";= 时，磁电电压转换系数最大 %
而一阶谐振频率随阶梯形弹性基底厚度的增加逐渐

下降，这是因为，随着 %$ 的增大，阶梯形弹性基底在

复合结构中所占的比例就越大，质量和刚度也随之

增加，质量的增加导致固有频率的下降，而刚度的增

加导致固有频率增大，一阶模态质量增加比值大于

模态刚度的增加比值，复合结构的谐振频率减小 %
综上所述，当阶梯形弹性基底宽端长度 &" 与总

长 & 的比值为 (6=3，阶梯形弹性基底厚度是
)*+,*-./!0厚度的 ";=时，复合结构磁电电压转换系
数最大 % 图 "> 给出了复合结构参数优化后的磁电
电压转换系数，此时阶梯形弹性基底的尺寸为：总长

5" ::，宽端 >"6?3 :: @ 8 :: @ (6> ::，窄端 >?6(3
:: @ # :: @ (6> ::，)*+,*-./!0尺寸为 "# :: @ 8 ::
@ "6# ::，12)!34尺寸为 "# :: @ # :: @ " ::% 通
过比较图 ?，图 "> 知，优化后的磁电电压转换系数
为 #"">6> :A;B*，比未优化时的磁电电压转换系数
高出近 =(( :A;B*%

图 "> 优化后的复合结构一阶磁电电压转换系数

=6 结 论

运用等效电路法对磁致伸缩;阶梯形弹性基底;
压电复合结构的磁电响应特性进行了理论分析，以

)*+,*-./!0;铍青铜;12)!34材料的复合结构为例，对
其磁电响应进行了数值计算并与实验作了比较，理

论与实验定性相符；分析了阶梯形弹性基底长度和

厚度与磁电响应的关系，得到如下结论：

"6 阶梯形弹性基底宽端长度 &" 与总长 & 的比
值为 (6=3时，复合结构的磁电电压转换系数最大；

#6 阶梯形弹性基底厚度是 )*+,*-./!0厚度的 ";
=时，复合结构的磁电电压转换系数最大 %
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