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本文对简易广义合作网络的三类特殊情形（择优连接、随机连接、混合连接）进行了研究 * 基于马氏链理论，给
出它们度分布稳定性存在的严格证明，并且得到相应网络度分布和度指数的精确表达式 * 特别地，对于混合连接
情况，说明在连线方式中只要存在择优成分，网络度分布就服从幂律分布，即所得网络为无标度网络 *
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!国家自然科学基金（批准号：!%(&!"!"）和重庆文理学院科研基金资助的课题 *

# 通讯联系人 * +,-./0：1232456 7/8.* 94-

! : 引 言

从 ;.337 与 <3=4>.31［!］研 究 小 世 界 网 络 和

?.=.@A7/与 B0@C=3［"］研究无标度网络开始，复杂网络
的结构和性质便成为科学家广泛研究的热门领域 *
在自然界中，小到细胞分子大至社会各类系统都可

以通过复杂网络加以描述，其中结点表示个体或组

织，连线表示它们之间的联系 * 网络中每个顶点连
接其他顶点的边的数目称为它的顶点度，用 ! 表
示 * 顶点度为 ! 的顶点出现的概率或称为顶点度分
布 "（!），在相当的程度上说明网络的拓扑性质和
演化机理的特征 *
作为复杂网络很重要的一类：社会合作网络（由

合作项目和合作者组成，合作者由于共同参与了同

一个项目发生合作关系而形成的网络）已经引起了

众多领域的学者们的极大兴趣 * 以前受到网络规模
小和数据采集困难的限制，而未能对此问题进行准

确而深入的研究 * 现在，计算机处理大型数据的能
力越来越强，使得人们可以对大规模社会合作网络

进行更为深入细致的研究 * D.-.794 等［E］研究了社
会合作网络并提出 DFG模型：每时间步组建一个包
含 # 个参与者的项目，# 可能是常数也可能为服从
概率分布为 "（#）的随机数，其中 $ 个是新参与
者，其余 # H $ 个从旧顶点中按照正比例于它的顶

点项目度 % 的概率优选 * 当 # 和 $ 均为常数时，解
析证明了在参与者的单粒子投影图中，度分布

"（!）和顶点项目度分布 "（%）均为严格的幂律分
布 * 何大韧等［$，’］建议把社会合作网络概念推广，
若仅考虑参与者在所参与项目中的合作关系，则每

个项目可用一个完全图描绘，那么称由完全图的集

合组成的网络系统为广义合作网络 * 设初始 & I %
时，网络有 $% 个顶点，已经连接成若干个完全图项

目，它们的顶点项目度 %’% 之和为 %% * 每时间步增
加一个新顶点，在旧顶点中按照一定法则选取

# H !个（ # 为常数），把这 # 个顶点中两两之间尚
未连接的也都连接一条边，构成一个完全图，称这

样的网络为简易广义合作网络 *
无论是实际的网络，还是拟合实际网络的模型，

大都遵循某些规则增加或减少结点和连线 * 而且特
别重要的是：在每个时间步，这些规则只作用于当

前网络，因此具有马氏性 * 史定华等［(］建立了 ?B
模型与马氏链之间的联系 * 根据网络演化规则，第 ’
时间步加入的结点 ’ 在 & 时刻度数 !’（ &）是一个非
齐次马氏链，考虑所有结点就形成一族马氏链 * 然
后根据马氏链理论，给出了一个计算网络度分布的

方法 *
本文对于简易广义合作网络模型的随机连接、

择优连接和混合连接（部分优选、部分随机）情况，

用马氏链方法严格推导出项目度分布和度指数的精
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确表达式，并且说明顶点项目度分布和度分布之间

存在密切关系 !此外，对一般情况的（项目）度分布公
式，证明只要存在择优连接情况，度分布就服从幂

律分布，从而网络是无标度网络 !

" # 模 型

!"#" 择优连接情况

设上述选取 ! $ %个旧顶点的法则是选取每个
旧顶点 " 的概率正比于它的顶点项目度 #" ! 令
#"（ $）表示 " 时刻加入的结点在 $ 时刻的项目度

%（#，"，$）&! % #"（ $）&{ }# ，

%（#，$）&! %
$"

$

" & %
%（#，"，$），

从而马氏链 #"（ $）转移概率可表示如下：

%（#"（ $ ’ %）& & #"（ $）& #）

&

% $（! $ %） #
#( ’ !$ （ & & #），

（! $ %） #
#( ’ !$ （ & & # ’ %），

( （其他）
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节点一加入网络，它的项目度数就是 %且项目
度总是增加的，且每步至多增加 %，因此网络中结点
项目度最小为 %度 ! 要使结点的度数为 %，其项目度
就不能再增加，即结点一加入网络在其后的每步都

不参加任何项目，从而可得到如下引理：

引理 # 极限 )*+
$#,

%（%，$）存在且与初始网络无

关，极限记为 %（%），且有

%（%）& !
"! $ % - (! （"）

证明 由非齐次马氏链 #"（ $）的转移可得如下
关系式：

%（%，"，$ ’ %）& %（%，"，$）% $（! $ %） %
#( ’[ ]!$ ，

由 %（%，$）的定义和 %（%，"，"）& %可得

%（%，$ ’ %）& $
$ ’ %%（%，$）% $（! $ %） %

#( ’[ ]!$

’ %
$ ’ %，

求解上述差分方程可得如下递推解：

%（%，$）& $
$$%

" & %
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则有

($’% $ ($ & $
$

’ & %
% $（! $ %） %
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，
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由 %（%，$）&
($

)$
和 /01)2定理［3］，得到
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从而定理得证 !
对于项目度数为 # 的结点，可能由那些度数为

# 的结点不参加项目，或那些度数为 # $ %的结点参
加一个新的项目而得到 ! 从而可得如下引理：
引理 ! 当 # - %，极限 )*+

$#,
%（# $ %，$）存在，

则 )*+
$#,

%（#，$）存在，极限记为 %（#），且有

%（#）& # $ %

# ’ !
! $ %

%（# $ %）- ( （# - %）!

（4）
证明 证明过程同引理 % !
定理 # 当 # % %时网络稳态度分布为

%（#）& !（#）

! # ’ "! $ %
! $( )%

! % ’ "! $ %
! $( )%

!（%）
!

"! $ %

4566%(期 赵清贵等：简易广义合作网络度分布的稳定性



! ! " #$ %
""( )% ， （&）

证明 根据引理 % 和引理 #，由数学归纳法得
网络稳态度分布存在 ’ 然后递推求解（(）式，可得

（&）式，且度指数为! ) # $ %
" " % ’

上述结果表明简易广义合作网络按照择优连

接，顶点项目度分布为幂律分布，标度因子为! )

# $ %
" " %，它随项目含顶点数 " 的变化在区间

（#，#*+］中变化，从而此时自组织得到的网络是无
标度网络 ’ 由此可得重复边的顶点度分布为 #（$）

! $ ""，且" ) # $ %
" " %，即顶点项目度分布 #（!）

和度分布 #（$）都为严格幂律分布，且度指数相同，
与张培培等［+］所得解析和模拟结果一致 ’

!"!" 随机连接情况

设上述选取 " " %个旧顶点的法则是在所有旧
顶点中等概率随机选择 " " % 个 ’ 从而马氏链
!%（ &{ }） 的转移概率可表示如下：
#（!%（ & $ %）) ’ !%（ &）) !）

)

% "（" " %） %
(, $ & ’ ) !，

（" " %） %
(, $ & ’ ) ! $ %，

, 其他










’
（+）

定理 ! 当 ! ! %时，网络稳态度分布存在且

#（%）) %
"，#（!）) " " %

" #（! " %）（! - %）’

（.）
由上式可递推得

#（!）) %
" " %

"
" "( )%

" !

’ （/）

由定理 #知，当选取 " " %个旧顶点的法则是
在所有旧顶点等概率随机选择 " " %个时，所得网
络项目度分布不是幂律分布，即所得网络不是无标

度网络 ’ 由于在选择顶点时并非择优选择，从而破
坏了网络的无标度性，与 01213456 等所说的择优连
线是产生无标度网络的原因一致 ’

!"#" 混合连接情况

如果上述选取 " " %个旧顶点的法则是以一定
的概率 ) 随机连接，以概率 % " ) 择优连接，从而
转移概率为

#（!%（& $ %）) ’ !%（&）) !）

)

% " ) " " %
(, $ & $（% " )）!（" " %）

!, $[ ]"& （’ ) !），

) " " %
(, $ & $（% " )）!（" " %）

!, $ "& （’ ) ! $ %），

, （其他）
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定理 # 当 ! ! % 时，网络稳态度分布存
在且

#（%）) %

% $ )（" " %）$（% " )）（" " %）
"

， （7）

#（!）)
! " % $ ")

% " )

! $ ")
% " ) $ "
（% " )）（" " %）

#（! " %）’

（8）
) ) ,时，（7），（8）式变为（#），（(）式，即为择优

连接情况 ’ ) ) %时，（7），（8）式变为（.）式，即为随
机连接情况 ’
当 , 9 ) 9 %时，（8）式可递推如下：

#（!）)
! " % $ ")

% " )

! $ ")
% " ) $ "
（% " )）（" " %）

#（! " %）

)
!（! $ )"

% " )）

!（! $ % $ )"
% " ) $ "
（% " )）（" " %））

:
! # $ )"

% " ) $ "
（% " )）（" " %( )）

! % $ )"
% "( ))

: %

% $ )（" " %）$（% " )）（" " %）
"

! ! " %$ "
（%" )）（""%( )） ’

对于混合连接的情况，由定理 (可知网络的项
目度分布严格服从幂律分布，从而所得网络为无标

度网络 ’ 度指数! ) % $ "
（% " )）（" " %），它是随常

数项目含顶点数 "和随机连接所占份额 )的变化而
变化 ’ 由此可得重复边的顶点度分布为 #（$）!

$ ""且" ) % $ "
（% " )）（" " %），即顶点项目度分布

#（!）和度分布 #（$）都为严格幂律分布，且度指
数相同 ’由!的表达式可知，) ) ,满足其表达式，
是它的一个特殊情况 ’
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!" 结 论

从上面的分析可以看出，对于简易广义合作网

络，只要 # $ ! % &，即在选择旧结点时的连接概率含
有择优部分时，所得的项目度分布即为幂律分布 ’ 因
此对于简易广义合作网络在选择节点时，只要选择

概率含有择优成分所得网络即为无标度网络 ’
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