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应用李无穷小不变规则，得到了变系数广义 *+,-./, 方程的连续等价变换 0从等价代数开始，构造了一阶微分

不变量并依据微分不变量对方程作了群分类 0最后，通过等价变换将变系数 *+,-./, 方程映射为常系数 12-3 方程、

2-3412-3 方程 0同时，也得到了变系数广义 *+,-./, 方程的一些精确解 0
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) E 引 言

考虑变系数广义 *+,-./, 方程

!" F #（$，"）!!$ F %（$，"）!" !$ F &（$，"）!$$$

F ’（$，"）!$ F (（$，"）! G $， （)）

其 中 #（$，"）， %（$，"）， &（$，"）， ’（$，"） 和

(（$，"）是关于 $ 和 " 的实函数 0当 % ，’ ，( G $ ，

& G ) 和 # G ) 时，方程（)）约化为 12-3 方程

!" F )!" !$ F !$$$ G $， （"）

其中 ) 是任意常数 0当 ’ ，( G $ ，& G ) ，# G!和

% G * 时，方程（)）约化为 2-3412-3 方程

!" F!!!$ F *!" !$ F !$$$ G $， （C）

其中!，* 是任意常数 0方程（"）和（C）［)—C］是众所周

知的方程，并且它们在物理学方面都有广泛的应用 0
关于更一般的 *+,-./, 方程已经受到了广泛的关注 0

近期，一些学者致力于某些重要的非线性动力

系统的等价变换的研究 0所谓方程（)）的等价变换，

是指变量（ "，$，!）到（ "H，$H ，!H ）的非退化的变换，并

且将方程（)）映射为另一个相同形式但含有不同函

数（#H ，%H，&H ，’H，(H）的方程［(—’］0 因此，一个方程的解

可以转化为等价方程的解 0
在微分方程理论中，一个经典研究是寻找李群

微分不变量 0 最初，I+J;+D/ 得到了线性双曲方程的

两个微分不变量 0 KALLA. 得到了椭圆和双曲方程的

微分不变量的一般形式［M，&］0最近，关于某些多维线

性和非线性偏微分方程的等价代数的微分不变量的

研究再次引起了众多学者的兴趣 0
本文借助于李无穷小规则［%—))］获得了方程（)）

的等价变换代数和若干微分不变量 0 将 # ，% ，& ，

’ ，( 视为任意参数，在等价变换代数下，可以将方

程（)）转变为常系数 2-3 形式的方程 0 同时借助于

常系数方程的解可以得到某些变系数偏微分方程

的解 0

" E 变 系 数 广 义 *+,-./, 方 程 的 等 价

变换

在扩张空间（ "，$，!，#，%，&，’，(）中，在辅助条件

#! G %! G &! G ’! G (! G $ （(）

下，考虑单参数群的如下等价变换 +" ：

"H G " F"#
)（ "，$，!）F ,（""），

$H G $ F"#
"（ "，$，!）F ,（""），

!H G ! F"$（ "，$，!）F ,（""）， （#）

#H G # F"%)（ "，$，!，#，%，’，(，-）F ,（""），

%H G % F"%"（ "，$，!，#，%，’，(，-）F ,（""），（’）

&H G & F"%C（ "，$，!，#，%，&，’，(）F ,（""），

’H G ’ F"%C（ "，$，!，#，%，’，(，-）F ,（""），（M）

(H G ( F"%(（ "，$，!，#，%，’，(，-）F ,（""），（&）

其中"是群参数 0无穷小等价变换的向量场可以表

示为
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（ *，. ! "，$），（ , ! "，$，%，&，’）(
在单参数群的等价变换（’）—（-）式下，方程（"）的不

变性要求满足下述条件：

!（%）（$" # %（#，"）$$# # &（#，"）$$ $# # ’（#，"）$###

# (（#，"）$# # )（#，"）$）! *， （".）

!（%）（%$ ）! !（%）（&$ ）! !（%）（ ’$ ）! !（%）（($ ）

! !（%）（ )$ ）! *( （"/）

将（"$）—（"’）式和方程（"）代入（".），（"/）式，可

以得

!
" !%（ "），!

$ ! 1（ "）# # 2（ "），" !&（ "）$，

#" ! , %%" # %1（ "）, %&（ "）， （"-）

#$ ! , &%" # &1（ "）, $&&（ "），

#% ! , ’%" # %’1（ "）， （")）

#& ! 1（ "）( , (%" # 1"# # 2" ，

#’ ! , )%" ,&" ， （$*）

其中%（ "），1（ "），2（ "）和&（ "）是关于 " 的任意函

数 (相应的等价代数是无穷维的且是由以下算子

生成

!% !%（ "）!" , %%"!% , &%"!& , ’%"!’

, (%"!( , )%"!) ， （$"）

!1 ! 1（ "）#!# # %1（ "）!% # &1（ "）!& # %’1（ "）!’

#（ 1（ "）( # 1"#）!( ， （$$）

!2 ! 2（ "）!# # 2"!( ，

!& !&（ "）$!$ , %&（ "）!% , $&&（ "）!& ,&"!) (
（$%）

%0 等价代数的微分不变量

!"#" 零阶微分不变量

假定零阶微分不变量的形式为

3 ! 3（ "，#，%，&，’，(，)）( （$&）

应用微分不变检验 !（3）! * 作用到算子 !%，!1 ，

!2 ，!& 上 (因为任意函数%，1，2，&及其导数被视为

独立的，等式 !%（3）! *，!1（3）! *，!2（3）! * 及

!&（3）! * 可以被简化为如下条件：

!3
!" ! *，!3

!# ! *，!3
!( ! *，!3

!) ! *，

!3
!’ ! *，!3

!% ! *，!3
!& ! *( （$’）

由方程（$’）可知方程（"）不含有零阶微分不变量 (

!"$" 一阶微分不变量

如果一阶微分不变量的形式为

3 ! 3（ "，#，%，&，’，(，)，%# ，%" ，&# ，&" ，’# ，’" ，

(# ，(" ，)# ，)" ）， （$.）

我们考虑算子 ! 的一阶延拓为

!（"） ! ! # ++ ,
*
!
!) ,

#*
， （$/）

一阶 延 拓 算 子 !（"）

%
，!（"）

1 ，!（"）
2 和 !（"）

&
的 表 达 形 式

如下：

!（"）

% !%（ "）!" , %%"!% , &%"!& , ’%"!’ , (%"!(

, )%"!) ,（$%"%" # %%"" ）
!
!%"

, %#%"
!
!%#

,（$&"%" # &%"" ）
!
!&"

, &#%"
!
!&#

,（$’"%" # ’%"" ）
!
!’"

, ’#%"
!
!’#

,（$("%" # (%"" ）
!
!("

, (#%"
!
!(#

,（$ )"%" # )%"" ）
!
!)"

, )#%"
!
!)#

， （$-）

!（"）
1 ! 1（ "）#!# # %1（ "）!% # &1（ "）!& # %’1（ "）!’

#（ 1（ "）( # 1"#）!( #（%"1 # %1" , %#1"#）!
!%"

#（&"1 # &1" , &#1"#）!
!&"

#（%’"1 # %’1" , ’#1"#）

1 !!’"
# $’#1 !!’#

#（("1 # (1" # 1""# , (#1"#）
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现在应用不变量检验 ’（&）（,）’ ) 作用到算子 ’（&）

"
，

’（&）
# ，’（&）
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!
上 * 因为任意函数"，#，(，!及其导

数被视为独立的，等式 ’（&）

"
（ ,）’ )，’（&）

# （ ,）’ )，

’（&）
(（,）’ )和 ’（&）

!
（,）’ ) 可以被约化为如下条件：
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等式（($）将不变量（$-）简化为

, ’ ,（!，)，*，$，&，!% ，!" ，)% ，)" ，*% ，*" ，$% ，&%）*
（+)）

将（((）和（(%）式代入（(.）式得

$*!,
!*"

" !,
!$%

’ )，

解其特征方程得

#& ’ $% #
*"

$*， （+&）

因此，函数（+)）变为

, ’ ,（!，)，*，$，&，!% ，!" ，)% ，)" ，*% ，&% ，#&）*
（+$）

将（+$）代入方程（(,）并简化，可以得到

!,
!& " ! !,

!!"
" $)!,

!)"
’ )， （+(）

解其特征方程得

#$ ’ & #
!"

! ，#( ’ & #
)"
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因此，函数（+$）变为

, ’ ,（!，)，*，$，!% ，)% ，*% ，&% ，#&，#$，#(）*
（+,）

将（+,）代入方程（(%）并简化，可以得到

!,
!#&

" !,
!#(

" $!,
!#$

’ )， （+-）

解其特征方程得

#+ ’#$ # $#(，#, ’#$ # $#&， （+.）

因此，函数（+,）变为

, ’ ,（!，)，*，$，!% ，)% ，*% ，&% ，#+，#,）* （+/）

将（+/）代入方程（((）并简化，得

!,
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! #
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!,
!#+
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!,
!#,
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解其特征方程得

#- ’#+ # !%

! #
)%( )) $，

#. ’#, # !%

! #
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因此，函数（+/）变为

, ’ ,（!，)，*，!% ，)% ，*% ，&% ，#-，#.）* （,&）

将（,&）代入方程（(+）并简化，得

!!,
!! " $)!,

!) " !%
!,
!!%

" $)%
!,
!)%

’ )，（,$）

解其特征方程得

#/ ’ )
!$ ，#% ’

!%

! ，#&) ’
)%

!$ ， （,(）

因此，函数（,&）变为

, ’ ,（ *，*% ，&% ，#-，#.，#/，#%，#&)）* （,+）

将（,+）代入方程（(-）并简化，可以得到

#/
!,
!#/

"#%
!,
!#%

" $#&)
!,
!#&)

# (*!,
!*

" &% !
,
!&%

# $*%
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’ )， （,,）
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解其特征方程得

!!! "!#

!$
!" ，!!% "!!&

!%
$

，!!’ " #!’
$，

!!( " #"!%
$，!!) "

!"
!$

， （)*）

因此，函数（)(）变为

$ " $（!*，!+，!!!，!!%，!!’，!!(，!!)）, （)+）

将（)+）代入方程（’$）并简化，可以得到

!+
!$
!!+

-!!(
!$
!!!( .!*

!$
!!*

.!!%
!$
!!!%

- %!!’
!$
!!!’

. %!!)
!$
!!!)

.!!!
!$
!!!!

" &， （)$）

解其特征方程得

!!* "!!’!%
+，!!+ "!!’!%

*，!!$ "!!’!%
!%，

!!# "!!’!%
!!，!%& "!

%
!(

!!’
，!%! "!!’!!)， （)#）

因此，我们可以得到方程（!）的等价变换的一阶微分

不变量的一般形式

$ " $（!!*，!!+，!!$，!!#，!%&，!%!）， （*&）

其中!!*，!!+，!!$，!!#，!%& 和!%! 是 * 个独立的不变

量，且它们分别为

!!* "
#%’

&* ! -
&’

& - %(" .
#’
# -

&"(
& .

#"(( )#

%

，

!!+ "
#%’

&* - ! -
&’

& .
%’

% -
&"(
& .

%"(( )%

%

，

!!$ "
#%%

"

&% %
，!!# "

%#&%
"

&( ，!%& "
%#%"
#&% ，!%! "

#%% !"
&( ,

( / 群分类及应用

根据所求出的微分不变量，我们现对方程（!）进

行群分类，并求出相应的精确解 ,
情形 ! 设 &" " %" " #" " !" " & ，( "

-
&’

& .
%’

%% .
#’
%( )# " . )（ ’），! " -

&’

& .
%’

% ，此时，

方程（!）变为

*’ . &（ ’）**" . %（ ’）*% *" . #（ ’）*"""

. -
&’

& .
%’

%% .
#’
%( )# " . )（ ’( )） *"

. -
&’

& .
%’( )% * " &， （*!）

作变换

* "
+! &（ ’）
%（ ’） ,（-（"，’），.（ ’）），

- "
+! &（ ’）
%（ ’）#（ ’! ）

" - +%" &（ ’）
%（ ’）#（ ’! ）

0 ’，

. " +’
%" &’（ ’）

%（ ’） %（ ’）#（ ’! ）
0 ’，

其中 +!，+% 为任意常数 ,则方程（*!）变为

,. .
+!

+%
%
,,- .

+%
!

+%
%
,% ,- . ,--- " &, （*%）

由文献［!］知方程（*%）的解，故方程（*!）的解为

*! " 1
+! &（ ’）
%（ ’）

/*+%
% 234（ -! /（" ."&））

+! ! . */+! %
% 1 +! 234（ -! /（" ."&

( )））
，

""
+! &（ ’）
%（ ’）#（ ’! ）

" - +%" &（ ’）
%（ ’）#（ ’! ）

0 ’ - /+’
%" &’（ ’）

%（ ’） %（ ’）#（ ’! ）
0 ’ *+%

% 5 - !( )/ ,

*% " 1
+! &（ ’）
%（ ’）

/*+%
% 4240（!/（" ."&））

+! - ! - */+! %
% 1 +! 4240（!/（" ."&

( )））
，

""
+! &（ ’）
%（ ’）#（ ’! ）

" - +%" &（ ’）
%（ ’）#（ ’! ）

0 ’ - /+’
%" &’（ ’）

%（ ’） %（ ’）#（ ’! ）
0 ’ *+%

% 6 - !( )/ ,

*’ " 1
+! &（ ’）
%（ ’）

/*+%
% 424（ -! /（" ."&））

+! ! . */+! %
% 1 +! 424（ -! /（" ."&

( )））
，

""
+! &（ ’）
%（ ’）#（ ’! ）

" - +%" &（ ’）
%（ ’）#（ ’! ）

0 ’ - /+’
%" &’（ ’）

%（ ’） %（ ’）#（ ’! ）
0 ’ *+%

% 6 - !( )/ ,

情形 " 当方程（*!）中的系数满足如下条件：

&（ ’）" 1! #（ ’）3"!（ ’）0’ ，%（ ’）" 1% #（ ’）3%"!（ ’）0’ ，方程

（*!）化为

*’ . 1! #（ ’）3"!（ ’）0’**" . 1% #（ ’）3%"!（ ’）0’*% *"
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! !（ "）#$$$ ! %（ "）#$ ! &（ "）# " #， （$%）

作变换

’ " !& (&( ))

%’&

!!（ "）( "，

* " $
(&!&

") !
(&!&

")

)!
(&*
+ (&

,
(&"

&!&

+)( )& !（ "）, %（ "( )）( "，

# " +!-,!&（ "）(" ! -,!&（ "）(" "!
&) ,

(*
& (( )

&
，

此时方程（$%）化为方程（%）.

作变换

’ " !* (&( ),

%’&

!!（ "）( "，

* " $
(&!*", !

(&!*",!
(&*
+ (&

!（ "）, %（ "( )）( "，

# " +!* -,!&（ "）(" ,
(*
& (&

-,!&（ "）(" ，

此时方程（$%）化为方程（&），其中 (* ，(& # # ，, #
#，!* 是任意常数 .

由文 献［%］知 方 程（%）的 解，故 方 程（$%）的

解为

#* "
*&
"
!-,!&（ "）(" * ! /012 $

(&!&

") !
(&!&

")!
(&*
+ (&

,
+ (&!&( )) !（ "）, %（ "( )）(( )( )" ,

(*
& (&

-,!&（ "）(" ，

#& "
*&
"
!-,!&（ "）(" * ! 34/2 $

(&!&

") !
(&!&

")!
(&*
+ (&

,
+ (&!&( )) !（ "）, %（ "( )）(( )( )" ,

(*
& (&

-,!&（ "）(" ，

#% "
&+
"
!-,!&（ "）(" & ! /012 $

(&!&

") !
(&!&

")!
(&*
+ (&

,
*$ (&!&( )) !（ "）, %（ "( )）(( )( "

! 34/2 $
(&!&

") !
(&!&

")!
(&*
+ (&

,
*$ (&!&( )) !（ "）, %（ "( )）(( ) )" ,

(*
& (&

-,!&（ "）(" .

情形 ! 当方程（$*）中的系数满足如下条件：

-（ "）" , .* !（ "），方程（$*）化为

#" ! .（ "）##$ , .* !（ "）#& #$ ! !（ "）#$$$

! ,
."

. !
-"( )- $ ! %（ "( )） #$ ! ,

."

. !
-"( )- # " #，

（$+）

其中 .* 是 任 意 的 常 数 . 方 程（ $+）是 变 系 数

5(6785(6方程 .根据文献［9］的讨论，该方程的 :034;<

椭 圆 函 数 解 为 ：#* " .（ "）
, .* !（ " {） , *

& = $!& /&
." *

>1 !
.（ "）

, .* !（ "）$ ! 0（ "），[ ] }/ ，当 / $ * 时，方 程

（$+ ）有 孤 子 解： #& " .（ "）
, .* !（ " {） , *

& =

$!& /&
." *

/012［!
.（ "）

, .* !（ "）$ ! 0（ " }）］ . 其中!是任

意常数，/（# ? / ? *）是 >1 的模 .
情形 " 当方程（$*）中的系数满足如下条件：

-（ "）" # ，方程（$*）化为

#" ! .（ "）##$ ! !（ "）#$$$ ! ,
."

. !
!"
&( )!( $

! %（ " )） #$ ,
."

. # " #， （$9）

方程（$+）是变系数 85(6 方程 . 根据文献［*&］的讨

论，我们可以相应得到方程（$9）的解 .
情形 # 设 .$ " -$ " !$ " 1$ " &$ " # ，& "

."

. ,
!"
! ，此时，方程（*）变为

#" ! .（ "）##$ ! -（ "）#& #$ ! !（ "）#$$$

! 1（ "）#$ ! ."

. ,
!"( )! # " #， （$$）

作变换

# " !（ "）
.（ "）+（*（$，"），’（ "）），

* "!$ ,!!1（ "）( "，’ "!!-（ "）!&（ "）
.&（ "） ( "，

方程（$$）化为

+’ ! .&（ "）
-（ "）!（ "）++* ! +& +* ! .&（ "）!&

-（ "）!（ "）+*** " #.

（$@）

由文献［$］我们可得方程（$@）的解，进而可以确定方

程（$$）的解 .
鉴于篇幅的原因，我们没有将常系数 5(6 方

程、5(6785(6 方程的解一一列出，故在本文中只有

选择性地得到了若干变系数方程的显式解 .
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!" 结 论

本文得到了一类变系数 #$%&’(% 方程的等价变

换的无穷小生成元 )应用不变量检验，得知方程（*）

没有零阶微分不变量但含有一阶微分不变量 )作为

微分不变量的应用，对方程（*）作了群分类并通过等

价变换将一般的变系数 #$%&’(% 方程映射为常系数

+,&- 方程，,&-.+,&- 方程 ) 同时，也得到了方程

（*）的精确解 )
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