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应用选择理论可以解释人类行为导致的幂律分布现象 (通过对选择理论合理而简单的扩展，发现了更多幂律

生成机制 (研究表明选择理论对于单调的门限分布规律体现出生成机制的一般性；此类机制的扩展对幂律成因的

深入研究具有较强的理论意义 (
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" < 引 言

幂律现象在自然界和人类社会中具有普遍性；

这类现象对应的幂律分布在对数图上呈现出直线规

律 (人们对幂律成因的研究可以追溯到 "## 年前，通

过对各种幂律现象的分析，物理学家和数学家们提

出了多种不同的科学解释 (这些解释大多涉及物理

学原理，如省力机制、=>4? 过程、动力学机制和自组

织临界等［"—"+］(而选择理论的提出在研究幂律现象

过程中，更注重人类选择行为的特殊性，通过对其合

理的假定，从而得到更简单的概率论解释，此种解释

同时突显了指数律和幂律的亲缘关系［"&］(而这两种

规律在很多自然现象中常具有对照关系伴随而生 (
比如说以 .@ 模型对网络进化的模拟为例，如将新

点对旧点按度的偏好概率连接改为均匀随机连接，

其度分布将从幂律变为指数律，因此幂律的普遍性

对应指数规律的普遍性而言是极其正常的 (同时，选

择理论在两种规律的生成和扩展上也表现出相似的

数学特性，可以对照地描述和分析，体现出较强的理

论意义 (

% < 模型扩展和分析

人们进行选择时按照理性和自利的原则，首先

按物理等条件的限制，选出可考虑的选项形成一个

视野，之后选定视野中最好的选项 (在选择过程中，

假设各选项都能够被理性地分析，在无条件限制的

情况下，人们对各选项的偏好排序是公认和固定的；

因此存在统一的偏好序列，以指导人们在视野中的

选定行为 (
以选项选入视野的概率 ! A #<) 为例，如果视野

形成过程中，独立的对每个选项进行选择，那么选定

过程通过偏好序列的聚焦效应，得到几何分布如下，

记为模型 " (

"# B "
$C #D"

% A "
&%C"

$C # B %C #， （"）

其中，# 为选项序号（# A "，%，⋯，$），按偏好降序排

序，$ 为总选项数，其视野规律近似服从二项分布 (
而如果视野的形成过程和选项的排序有关，设定门

限，只选若干个整体排名在前的选项为视野，遍历选

项排序 和 门 限 位 置，得 到 偏 序 分 布 如 下，记 为 模

型 % (

"# B "
$C #D"

% A "

&%C"
$C #

&%
$

B "
#（# D "）# # C%， （%）

其门限规律为均匀分布（ !$#<) 时门限规律为几何

分布）(模型 % 对应近似指数为 % 的幂律分布，常出

现在因特网度分布［"’］、网站中网页数量规律［%#］等现

象上 (两模型的详细描述以及仿真图参见文献［"&］(
在这两个基本选择模型中，虽然在模型 " 中存

在组合情况，视野规律在选多选少的情况下并不相

同，但视野本身大小的选择偏向都没有进行考虑 (一

第 )& 卷 第 "# 期 %##’ 年 "# 月

"###0,%’#E%##’E)&（"#）E**’*0#+
物 理 学 报
@-F@ GH=IJ-@ IJKJ-@

L64()&，K6("#，M;N6O?7，%##’
!

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%##’ -P35( GPQ:( I6;(



般情况下，人们对视野大小往往是有偏向的，比如倾

向选择小视野或大视野等，那么这个时候需要考虑

人们的这种需求对模型产生的影响 !我们假设各选

择序列是均匀的，概率 ! " #$%；并辅以经济理念来

说明扩展的模型 !
如果人们对视野大小本身带有偏向，比方说视

野越大，虽然能够选到最好选项的可能性也越高，但

是所需要的代价往往也越高 !所以假设每多考虑一

个选项，就要多付出一份代价，那么随着选项越多，

人们的偏向就反比减少，这时考虑模型 & 有（推导过

程见附录 ’）

"# ( !
$) #*&

% " &
&%)&

$) #·
&
% " +$) #*& ) &

$ ) # * &， （,）

对应的模型 + 有

"# ( !
$) #*&

% " &

&%)&
$) #

&%
$

·
&
% " # )& ! （-）

两模型的仿真结果见图 &（.），（/）!可见，模型 &

还是近似的指数规律；模型 + 却恰好成为指数为 &

的 0123 分布 !运用公式（-），类似反比规律的幂律现

象可以很容易地被解释，这种规律常出现在字（单

词）使用频率［+］、网站点击率、访问博客站点［+&］等现

象中 !要做出这种分布，只要在模型 + 的基础上，对

门限的选择按视野大小采取反比递减即可，此时随

着视野变小，偏好大的选项排他能力同时变弱 !

图 & 反比递减视野模型的仿真与理论图 实验次数为 &##### 次 !（.）模型 &，（/）模型 +

如果视野大小对代价的影响较小，并且人们是

更趋向大视野的以获取更好的选择 !此时假设视野

中选项个数越多，这种视野的选中概率呈现正比增

加，那么考虑模型 & 有（推导过程见附录 4）
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模型仿真结果见图 +（.），（/）! 可见，模型 & 仍

然有近似的指数规律；而模型 + 变为近似指数为 ,
的 0123 分布（未近似的分布中仅尾部小段渐趋向指

数 -）!此时幂律分布在门限规律上很类似于 4’ 模

型的 度 偏 好 概 率 的 计 算 方 式，幂 指 数 也 恰 好 相

同［&+］!要做出这种分布，只要在模型 + 的基础上，对

门限的选择按视野大小采取正比递增即可，此时随

着视野变大，偏好大的选项排他能力同时变强 !
类似的对整数 ’，可以推导得

"# ( !
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" !
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如果把 ’ 推广到实数且 $ 趋向无穷，有 "# "（ ’ *
&）(（ ’ * +，#）（ # " &，+，⋯，7），此即为 89:; 分

布，其中 (（ ’ * +，#）是贝塔函数 !从这个意义上而

言，89:; 分布是门限的选择偏向近似为视野个数幂
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次时导致的，这提供了另一种生成 !"#$ 分布的方

法，相比文献［%&］中的生成方式，此方式具有很强的

现实性 ’其对应的类指数律见附录 (’

图 ) 正 比 递 增 视 野 模 型 的 仿 真 图 与 理 论 图 实 验 次 数 为

%***** 次 ’（+）模型 %，（,）模型 )

如果门限规律用几何分布和均匀分布，生成的

幂指数为 )! -（% . !）；如果运用幂律本身，由公式

（/）生成的幂指数为（ " 0 )）’ 从理想的小球实验模

型，并结合真实数据的近似两段幂律特性来看，我们

认为前一种更符合实际的规律 ’但这两者都出自同

一个模型，各自也都代表一定的物理意义，甚至两种

规律还可以结合考虑、互相引证，所以对其深入分析

都是必要的 ’
类似以上方法，可以寻找不同的门限规律，生成

相应的幂律分布，下面给出了几个恒等式，推导过程

和前述相似，它们都对应着幂律现象：
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可见基于选择理论的幂律生成规律具有强大的

扩展能力，可以精确地导出多种不同幂指数的幂律

分布 ’这也可以认为选择理论在解释幂律成因上具

有稳定性，视野规律只要符合指数、幂次、均匀等方

式，都显示出稳定的幂律生成能力 ’关注模型 ) 生成

分布的最末两点，设门限规律为 ’（ %），当 # 趋向无

穷，在对数图上尾部直线对应的幂指数为 ) ’（)）-
’（%）（推导过程见附录 2）；因此当门限规律是规则

的，整体分布服从的幂指数虽需要计算和作图验证，

但其尾部至少是收敛的，故生成幂律分布的可能性

很高 ’
比较两类模型不同的特性时，在模型 % 中每个

选项都是独立考虑的，所以选入视野的机会都是一

样的 ’在模型 ) 中，当遍历所有选择序列和门限时，

选项被选入视野的机会还是一样的；但对于特定的

选择序列而言，遍历门限范围，那么处于选择序列不

同位置的选项被选中的机会并不相同 ’如果门限规

律是均匀的，用 ( 代表一个序列中的位置，其被选

中的概率有 )( 1（# . ( 0 %）-#，依次线性递降；

例如当 ( 1 % 时有 )% 1 %，说明此位置的选项必然

被选中 ’如果门限规律是反比递降的，被选中的概率

是依对数递降的；如果门限规律是正比递增的，则此

概率是依抛物线递降的（推导过程见附录 3）’
此外，模型 % 和模型 ) 视野规律的均值相近，但

前者方差较小，这是由于模型 % 中视野形成的条件

比较弱，大视野较多，导致模型 % 中大偏好选项的排

他能力更高，分布呈现迅速衰减的特点 ’而模型 ) 却

相反，大小视野相对分散，分布呈现出长尾巴特点 ’
如果考虑相应模型的视野均值比和方差比（见附录

4），可知模型 ) 中的视野方差比模型 % 中的大很多，

导致实验结果最终表现出较强的多样性 ’由此可见，

视野规律是非常重要的；即使在模型 % 的选择方式

中，如果视野规律符合模型 ) 的大方差现象，那么也

可以生成幂律分布 ’如模型 % 中等概选取视野大小，
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并遍历选择序列，则两模型结果类似；反之，模型 !
的门限规律为相应的近似二项分布，则两模型结果

也类似；此现象在正比递增和反比递减的视野规律

下也一样 "因此两模型相辅相成，使得生成方式更多

样，物理意义更宽泛，表现出很强的兼容性 "
如果再考虑一个特殊的视野规律，即是固定视

野的大小 "两个模型中都有这种情况，模型 # 中，仅

取 ! 个选项作为视野，其他情况不予考虑；模型 !
中，取 ! 个排名在前的选项选入视野 " 那么两个模

型演变为相同的概率分布，其在 " 个选项中只前 "
$ ! % # 个有非零值，分布如下（见附录 &）：

#$ ’
%!$#

"$ $

%!
"

$ ’ #，!，⋯，" $ ! %( )# "（(）

模型的仿真结果见图 )（*），（+）"此分布的概率

比较函数为分式型，$ 不大时递降规律更接近指数

律，我们称其为固限分布 "当 " 远大于 ! 时，在对数

图上其头部对应直线的幂指数为 & ’ ,；而当 $ 较大

时，其尾部对应直线的幂指数迅速增加，随 " 的增

大而不收敛（见附录 -）"这种平头峭尾的分布现象

在 .!. 网络测量中有相似的数据情况［!!］，是无标度

现象研究的扩展，需要更进一步的分析 "
基于选择理论的指数律和幂律生成模型还与等

概模型（掷骰子试验）和单点模型（确定性事件）具有

相同演化关系 "当没有偏好序列并且任意选定视野

中选项，模型均退化为等概分布；而当偏好序列存在

且视野趋向所有可选项时，模型均退化为单点分布，

此时只能选到偏好最大的选项 "可见此类生成试验

常带有固定的偏好序列，通过改变视野形成的约束

条件，沟通了许多分布之间的关系，我们统称为偏序

试验或 /01 试验 "

图 ) 固定门限的模型仿真和理论图 实验次数 #,,,,, 次，" ’ #,,,，! ’ 2,"（*）对数图，（+）纵轴对数图

)3 结 论

基于选择理论构建的幂律生成模型，是非常容

易扩展的 "在约束条件改变下，通过改变门限规律可

以生成不同指数的幂律分布 "这些扩展模型都是原

模型的有益补充，从中能够更好地理解各类幂律现

象背后统一和相异的数学规律，对幂律现象的整体

理解亦可以更加深入 "这弥补了其他模型在理论上

欠缺对一般幂指数的合理扩展能力 "
选择行为是一种普遍的行为，从自然界的生态

系统到人类社会的行为模式，甚至在客观世界中，无

不渗透各种各样的选择行为，因此研究这些行为的

机制和规律亦是物理学和数学的基础之一 "

衷心感谢陈常嘉教授、郭宇春博士、郭海燕硕士对本文

工作提出的建议 "

附录 4

公式（)），（5）的推导如下：

因为

%’$#
"$ $ ·

#
’ ’ （" $ $）！

（ ’ $ #）！（" $ $ $ ’ % #）！
·

#
’

’ （" $ $ % #）！
’！（" $ $ $ ’ % #）！

·
#

" $ $ % #

’ #
" $ $ % #·%’

"$ $%#，

所以
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附录 (

公式（)），（*）的推导如下（此处符号"理解为约服从）：

因为
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附录 ,

公式（-）对应的指数律（# 远大于 &，" % $，& ，⋯，#）
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附录 .

尾部直线幂指数推导如下：

若

!" ! !
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运用洛比塔法则有
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附录 4

选项被选入视野的累计概率（( % $，& ，⋯，#）
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其中，!（*）为普西函数，"为欧拉常数，
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!

#

) % (
$

!
#

) % $
$
% # # $ " (

# ，

!( %
!

#

) % (
)

!
#

) % $
)
%（# # (）（# # $ " (）

#（# # $） "
#& " (&

#& ’

附录 6

均值比和方差比（# 远大于 $）

均匀门限：

+$

+&
"

#
&

#
& #( )$

&
" $，
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!!

!"
!

"
#

""

!" $ !( )!"
!

%
" &

反比递减门限：

#!

#"
!

"
"
"

!（" ’ !）

!
()"
" ，

!!

!"
!

"
#

"
" ·

"
!（" ’ !）

!
()"
"" &

正比递增门限：

#!

#"
*

!
" ’ !

"( )"

!
% ’ "

%( )"
!

%
# ，

!!

!"
*

!
# " $( )!

#
!
!+ "

" ’ !
!+ " $( )!

,
!

,
"" &

附录 -

公式（+）的推导（ $ * !，"，⋯，" $ % ’ !）如下：

模型 !：

&$ *
’%$!

"$ $

"
"$%’!

$ * !
’%$!

"$ $

*
’%$!

"$ $

’%
"

，

模型 "：

&$ *

’%$!
"$ $

’%
"

"
"$%’!

$ * !

’%$!
"$ $

’%
"

*
’%$!

"$ $

’%
"

&

分布的均值

# * " ’ !
% ’ !，

方差

! * %（" $ %）（" ’ !）
（% ’ !）"（% ’ "）

&

附录 .

概率比较函数和尾部直线幂指数（ ( * !，"，⋯，" $ %）分别

如下：
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&(
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*
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* " $ (
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