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研究从运动微分方程构造加速度相关 ()*+),*- 函数的问题，给出一种由方程的自伴随形式计算加速度相关

()*+),*- 函数的方法 .举例说明结果的应用 .
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$ = 引 言

()*+),*- 力学逆问题研究微分方程 ()*+),*- 化，

即研究给定的方程组构造相应的 ()*+),*- 函数，将

方程组写成 ()*+),*- 方程形式 .近几十年来，这个问

题为数学、物理及力学界所注目，其研究取得了很大

进展［$—$"］. 文 献［$"］证 明 满 足 一 定 条 件 时，系 统

()*+),*- 函数可与加速度相关，且导出的 ()*+),*- 方

程仍为二阶微分方程组，同时证明这种 ()*+),*- 函

数与不含加速度的标准 ()*+),*- 函数之间可由广义

的规范变换相互转换 .如何由二阶微分方程组构造

加速度相关 ()*+),*- 函数，是新型的 ()*+),*- 力学

逆问题，文献［$"］给出了从运动学形式的运动微分

方程，构造加速度相关 ()*+),*- 函数的一种方法，本

文将提出从自伴随形式运动微分方程计算加速度相

关 ()*+),*- 函数的直接方法，并举例说明这种方法

的应用 .

" = 加速度相关 ()*+),*- 函数与自伴随

方程［$—/，$"］

设系统的加速度线性相关的 ()*+),*- 函数为

!!（ "，!，!·，!> ）? #$（ "，!，!·）%> $ @ &（ "，!，!·），

（$）

式中对同一项中重复指标从 $ 到 ’ 求和（下同）.
本文以!! 和!($ 表示与加速度相关的 ()*+),*-

函数 和 算 子，以 ! 和 ($ 表 示 与 加 速 度 无 关 的

()*+),*- 函数和算子 . 若!! 中加速度项系数满足条

件

!#$

!%·)

? !
#)

!%·$

（ $，) ? $，"，⋯，’）， （"）

则由!! 导出的 ()*+),*- 方程仍为二阶微分方程组
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其中，$，)，, ? $，"，⋯，’ .
设方程组（/）在点（ "，!，!·）的区域 -"’@$ 上满足如

下连续、规则条件：

*$)，+$ " ./（-"’@$）（/ # "）， （C）

*$) -"’@( )$ $ % . （&）

利用对称性条件（"），通过直接计算，证明方程组

（/）在 -"’@$ 上满足如下自伴随性的全部充要条件：
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换句话说，方程组（’）是自伴随的［#—’］&

’ ( 由 自 伴 随 方 程 计 算 加 速 度 相 关

)*+,*-+. 函数

设系统运动微分方程是自伴随形式的，或利用

同位等价变换成自伴随形式的［#—’］&
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其中 ’"$ 和 !" 满足连续和规则条件（1）和（2）式，以及

自伴随充要条件（3）—（#$）式 &方程（#’）可以表示成

)*+,*-+. 方程形式，加速度相关 )*+,*-+. 函数为
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式中，
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（#5）式的证明如下：根据 )*+,*-+. 力学逆问题

理论，构造方程（#’）与加速度无关的 )*+,*-+. 函数

方法之一为 8-+.9: 第一方法［#—5］，
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（#1）式右边第一个积分所得到结果为加速度相关的

!) ，而第二个积分得出的结果是规范函数
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, 是下列方程的解
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即 , 对时间全微商中与加速度相关的项恰与（#1）

式中的第一个积分中与加速度相关的项全部抵消，

从而（#1）式 得 到 的 是 与 加 速 度 无 关 的 )*+,*-+.
函数 &

将（5）式中算子!-" 作用于（#1）式两边，得
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即（#5）式中!) 就是自伴随形式运动微分方程（#’）的

加速度相关 )*+,*-+. 函数 &
应该指出，上述推导过程中自伴随条件是很重

要的，正是这些条件保证了方程（#3）可积分，它的解

是（#2）式中的 ,，而且保证了（#5）式中 *" 满足对称

条件（$），从而使方程（$5）是二阶微分方程，而不是

三阶微分方程 &

5 ( 举 例

例 ! 阻尼运动［#—’，7］
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方程（$6）不是自伴随的，但容易写成等价的自伴随

形式，其一是
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利用（#5）式，得一个加速度相关 )*+,*-+. 函数为
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方程（$6）也可以写成另一种自伴随形式
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利用（#5）式，得另一个加速度相关 )*+,*-+. 函数为
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顺便指出，利用广义的等效规范变换，可以从

!)# 和!)$ 得到阻尼运动标准的 )*+,*-+. 函数
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例 " 构造二维系统［’］
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的加速度相关 ()*+),*- 函数 .
对照方程（!’），有
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容易验证，#%& 和$% 满足连续和规则条件（/）和（0），

以及全部自伴随条件（1）—（!"），故系统（’"）是自伴

随的，利用（!2）式得加速度相关 ()*+),*- 函数为

"’ % 3 !!#
!

&
4!［!’ !"! !# ! $ !

"!
’ !! !" !# " $!’ !! !

·"
!

$ !
"!

’ !! !
·"
! $ "!（"!! $ !"）］

3 !"#
!

&
4 [! !

"!
’ !! !" !# ! $!’ !"" !# "

$ !
"!

’ !" !
·"
! $!’ !" !

·"
" $ "!（!! $ "!" ]）

% 3 !
2 !’! $ !

0 !! !( )"
" !# ! 3 !

0 !"! !" $ !
2 !( )’

" !# "

3 !
2 !"! $ !

0 !( )"
" !·"

! $ !
0 !"! $ !

2 !( )"
" !·[ "

"

$ "（!"! $ !! !" $ !"" ]） . （’2）

同样，由广义规范变换可得二阶系统（’"）的加

速度无关的标准 ()*+),*- 函数为
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56 结 论

本文在 ()*+),*- 力学逆问题理论构造 ()*+),*-
函数的 7,*-89 第一方法的基础上，导出一种从力学

系统自伴随形式的二阶运动微分方程计算加速度相

关 ()*+),*- 函数的方法；反过来说，由本文方法得到

加速度相关 ()*+),*- 函数后，可再利用广义规范变

换导出传统的位形空间中的 ()*+),*- 函数 .
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