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研究受力螺旋作用的圆截面 *+,-../00 弹性直杆在各种边界条件下的稳定性问题 1 用直角坐标和 23,435/ 角表

示截面的形心位置和姿态 1 由 *+,-../00 方程得到弹性细杆的直线平衡特解，导出线性化扰动方程及其通解 1 根据

边界条件确定积分常数的非零解存在条件，讨论了各种边界条件，如两端铰支、两端固定、一端铰支一端固定以及

一端固定一端自由的弹性细杆直线平衡状态的稳定性，导出了临界载荷的表达式，绘制了稳定域，将 6,775.+88 公式

推广到其他边界条件，并且使压杆的 9:87, 公式成为其特例 1
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! E 引 言

弹性细杆的平衡和稳定性是经典的力学问题，

其研究历史最早可追溯到 <35+78 F7,5/:88+ 和 9:87,
（!=%$）［!］1 !’’% 年，6,775.+88 建立了两端铰支时计算

压扭杆临界载荷的 6,775.+88 公式［#］1 武际可等从

*+,-../00 方 程 出 发，用 线 性 化 扰 动 方 程 推 导 了

6,775.+88 公 式［%，;］1 #$ 世 纪 =$ 年 代 以 来，为 模 拟

<GH 超螺旋结构的几何形态以及解释其物理现象，

弹性细杆力学再次受到关注［!，&—#$］，其平衡和稳定

性问题的研究工作又有新的进展 1 基于 *+,-../00 动

力学比拟思想，提出了弹性细杆平衡的 IA3J:5/K 稳

定性，它不同于 9:87, 稳定性［!$—!)］1 端部受力螺旋

作用的弹性杆的平衡和稳定性问题是研究 <GH 超

螺旋结构的拓扑和几何形态的重要课题之一，涉及

一系列具有生物学意义的物理现象，其应用背景还

涉及工程技术领域［#!—#%］1 本文研究受力螺旋作用

的弹性直杆在各种端部约束下的 9:87, 稳定性问题 1
从 *+,-../00 方程出发，在直杆平衡解的基础上，导出

线性化扰动方程的通解，根据边界条件以及积分常

数非零解的存在条件，计算了不同边界条件：两端铰

支、两端固定、一端铰支一端固定以及一端固定一端

自由四种情况下的弹性细杆直线平衡状态的稳定

性，用统一的方法建立临界载荷的计算公式并绘出

稳定域，将 6,775.+88 公式推广到其他支座情形，并且

使压杆的 9:87, 公式成为其特例 1

# E 弹性杆平衡的 *+,-../00 方程

讨 论 *+,-../00 弹 性 杆 在 端 部 力 螺 旋

!$，"( )$ 作用下的稳定性 1 设 !>!"#为惯性参照

系，在弹性杆横截面的形心 " 建立 ">!"#坐标系，用

23,435/ 角表示截面的姿态［#;］，即此坐标系依次绕轴

!，#!，$# 转过$，%，&角，

">!"#
!，
"
$ ">%! #! $!

#!，

"
% ">%# ## $#

$#，

"
&
">%% #% $%，

其中，">%% #% $% 为截面的主轴坐标系，$% 为截面的

外法线轴，按 *+,-../00 假定，此亦是中心线的切线

轴，如图 ! 所示 1
设截面内力的主矩 # 和弯扭度!满足线弹性

本构关系
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图 ! 截面姿态的 "#$%#&’ 角
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这里，!" ，!" 为! 和!依次沿主轴 #1$*，%*，&* 的分

量；’!，’) 为截面对 #1$*，%* 轴的抗弯刚度（设 ’)

( ’! ），’* 为抗扭刚度；撇号表示对弧坐标 ( 的

导数 2
建立弹性杆的平衡微分方程 2 将 3-$+44’55 方程

向 #1$)，%)，&) 坐标轴投影，导出

’!$6+’," 7 ’*#0 / )’! / ’( )* $0,-&[ ]""0 / )) ( .，
（)#）

’!"6 / ’*#0+’," / ’! / ’( )* $0,-&"+’,[ ]"$0 7 )! ( .，
（)8）

#6 7$6 ,-&" 7$0"0 +’," ( .， （)+）
)0! / ))$0 ,-&" 7 )*"0 ( .， （)%）

)0) 7 )! ,-&" / )* +’,( )"$0 ( .， （)9）

)0* / )!"0 7 ))$0 +’," ( .， （)5）
其中 )" 为截面内力主矢依次在坐标轴 # / $)，/ %)，

/ &) 上的投影 2（)+）式存在首次积分

’* $0 ,-&" 7#( )0 / **. ( . 2 （*）

表明 !* 为常值 **. 2利用（*）式消去其余方程中的

#0 ，（)#）和（)8）式简化为

’!$6 +’," 7 **. / )’!$0 ,-&( )""0 / )) ( .，

（:#）
’!"6 7 ’!$0 ,-&" / *( )*. $0 +’," 7 )! ( . 2（:8）

中心线方程为

%0 ( ,-&"，&0 ( / ,-&$+’,"，’0 ( +’,$+’,"，

（;）

其中%，&，’为截面形心 # 在惯性系 +1%&’中的坐

标 2 联立方程组（)%）—（)5），（*），（:）和（;）关于变量

$，"，#，)" ，%，&，’封闭 2

* < 3-$+44’55 方程的直杆解、扰动方程及

其通解

方程组（)）—（;）存在特解

$( ("( ( .，#( (
**.

’*
(，

)! ( ( )) ( ( .，)* ( ( / ).， （=）

对应于杆的直线平衡状态 2 中心线方程为

%( (&( ( .，’( ( ( ( !( ), ， （>）

其中 , 为杆长 2 定义扰动量 $"（ " ( !，⋯，?），有

$! ($ /$( ，$) (" /"( ，

$* (# /#( (# /
**.

’*
(，$*7 " ( )" / )"( ，

$> (% /%( ，$@ (& /&( ，$? (’ /’( ， （@）

代入（:），（*）和（)%）—（)5）式，略去二阶微量，导出

如下线性化扰动方程：

’! $6! 7 **. $0) / $; ( .， （?#）

’! $6) / **. $0! 7 $: ( .， （?8）

’* $0* ( .； （?+）

$0: / ). $0) ( .， （?%）

$0; 7 ). $0! ( .， （?9）

$0= ( .； （?5）

$0> ( $)， （?A）

$0@ ( / $!， （?4）

$0? ( . 2 （?-）
在一阶近似下有 **. ( *. 2微分（?#）和（?8）式后由

（?%）和（?9）式消去 $0 :，$0 ; ，导出

’! $!! 7 *. $6) 7 ). $0! ( .，

’! $!) / *. $6! 7 ). $0) ( . 2 （!.）

定义复变量 & ( $! 7 -$)，（!.）式化作

’! &! / *. - &6 7 ). &0 ( . 2 （!!）

设 & ( 9BC (( )( ，（!!）式的特征根为纯虚根和零：(!

( -! -，() ( -) -，(* ( . ，其中

-! (
*. 7 *)

. 7 :’! )" .

)’!
，

-) (
*. / *)

. 7 :’! )" .

)’!
（!)）

为实数，- ( /" ! 2（!!）式的通解为
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! ! "" #$% &#"( )$ ’ "( #$% &#(( )$ ’ ")，（")）

定义复变量 % ! &* ’ &&+，（,-）和（,.）式化为

%/ ! 0 & ! 1 （"2）

其通解为

% ! 0
""

#"
#$% &#"( )$ 0

"(

#(
#$% &#(( )$ 0 &") $ ’ "2，

（"3）

其中 ""，"(，")，"2 为复常数，由杆端的位移或力边

界条件确定 1

2 4 杆的端部约束和临界载荷

边界条件组成关于 ! ! "" "( ") "( )2
5

的复线性齐次代数方程

" ! ! 61 （"7）

临界载荷由反对称矩阵的行列式

! ! 8#9
":# 0 " ;<

" ;< "( )
:#

! 6 （"*）

的最 小 非 零 解 确 定，其 中 ":# ! :#( )" ，" =< !

=<( )" 分别为矩阵 " 的实部和虚部 1 以下分别考

虑各种边界条件的弹性直杆的稳定性：

情形 ! （两端铰支） 本构关系（"）的线性化

扰动方程在铰支端的复变量表示为

’" !/ 0 &(6( )! $ ! 6 ! 6， ’" !/ 0 &(6( )! $ ! ) ! 6，

（"+）

中心线在两端点的扰动为零

% $ ! 6 ! 6，% $ ! ) ! 6， （",）

这 2 个方程组成关于 " 的线性齐次代数方程（"7），

其系数矩阵为

" !

0 "
#"

0 "
#(

6 "

& ’" #" 0 (( )6 & ’" #( 0 (( )6 0 &(6 6

0 )
#"

#$% &#"( )) 0 )
#(

#$% &#(( )) 0 &) "

& ’" #" 0 (( )6 #$% &#"( )) & ’" #( 0 (( )6 #$% &#(( )) 0 &(6
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令其行列式为零，导出

8#9" ! &*6 ’" ) #$% & #" 0 #( )( )
( 0[ ]" #$% &#( )( )(

! 6， （("）

其最小非零解由上式虚实部的公因子决定，

>&? + ’ &!( )( ! 6， （((）

其中 & !
(6 )
(’"

，+ !
*6 )(

’"
为无量纲参数 1 从而有

+ ’ &( "!(， （()）

此即为 @A##?.&;; 公式的无量纲表示［"—2］，其几何图

像为抛物线，稳定域见图 ( 1 当 (6 ! 6，即 & ! 6 时

给出 BC;#A 载荷 + "!( 1

情形 " （两端固定） 两固定端截面的位移和

转角皆为零

! $ ! 6 ! 6，% $ ! 6 ! 6，!$ ! ) ! 6，% $ ! ) ! 61

（(2）

图 ( 两端铰支时拉D压E扭杆的稳定域

这 2 个方程组成关于 " 的线性齐次代数方程（"7）的

系数矩阵为
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图 ! 两端固定时拉"压#扭杆的稳定域
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令其行列式为零，导出

.)/! $ &
!&

% &
!( )
’

& % )*+ ,!&( )[ ]" & % )*+ ,!’( )[ ]"

0 ," )*+ ,!&( )" % )*+ ,!’( )[ ]" $ (， （’1）

其最小非零解由上式虚实部的公因子确定，其无量

纲形式为

&
# ’ # 0 $! ’ 234$ % 234 # 0 $!( )[ ’

% #4,5 # 0 $! ]’ $ ( 6 （’7）

稳定域见图 ! 6当 %( $ ( ，即 $ $ ( 时给出 89:); 载

荷 # " <!’ ；当 &( $ ( ，即 # $ ( 时，对（’7）式取极

限 ## ( ，由 =’>34+,/?: 法则得到 $234$ % 4,5$ $ ( ，

导出临界扭矩值 $ " <@<A 6

情形 ! （一端固定一端铰支） 一端固定一端

铰支的边界条件为

’ ( $ ( $ (，) ( $ ( $ (，) ( $ " $ (，

*& ’B % ,%(( )’ ( $ " $ (6 （’C）

这 < 个方程组成关于 + 的线性齐次代数方程，系数

矩阵可写为 ! $ !D) 0 ,! EF ，其中

!D) $

% &
!&

% &
!’

( &

& & & (

% &
!&

234 !&( )" % &
!’

234 !’( )" ( &
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代入（&7）式，并化作无量纲形式

! $ < 4,5, % ’,234( ), 4,5, 0 <#234’ ,

0 &1$
# #234, % ,4,5( ), 4,5$

0 <$’

# # 0 C % < ’234, 0 ,4,5( ), 234[ ]$

0 &1$!

#’ #234, % ’,4,5( ), 4,5$

0 !’$<

#’ & % 234,234( )$ ，（!(）

其中 , $ # 0 $! ’ 6稳定域见图 < 6 当 %( $ ( 即 $

$ ( 时，! $ !# % /?5!# $ ( 的最小非零解确定

89:); 载荷 #" ’(@&A 6 图 < 表明，扭以及压扭杆都是

不稳定的，只有压和拉扭杆才可能稳定 6
情形 " （一端固定一端自由） 一端固定一端

自由的边界条件为
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! " ! " ! "，# " ! " ! "，

$# !$ % &%"( )! " ! & ! "，

$# !$ " ! " % &’" # " ! & ! "， （’#）

上面最后一式是考虑了弹性杆整体的力矩平衡 ( 这

) 个方程组成关于 ( 的线性齐次代数方程，（#*）式

的系数矩阵为 ! ! !+, - &! ./ ，其中

!+, !

% #
)#

% #
)0

" #

# # # "

%
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图 ) 一端固定一端铰支时拉5压6压扭杆的稳定域 图 7 一端固定一端自由时拉5压6扭杆的稳定域

代入（#8）式，并化作无量纲形式

! ! )*0 +0 - *3410 * - +!( )[ ]0 ! " ( （’’）

稳定域见图 7 (当 %" ! " 即 + ! " 时给出 9:;,< 载荷

* "!
0

) (图 7 表明，扭和压扭杆都是不稳定的，只有

压以及拉扭杆才可能稳定 (

7 = 结 论

从 >&<3??4@@ 方程出发，讨论在力螺旋作用下细

长弹性杆的稳定性 (对于给定的直线平衡特解，用线

性化扰动方程的通解在不同约束下，积分常数的最

小非零解存在条件判定零解的稳定性 ( 表明：

#）压扭弹性杆只有在两端铰支、两端固定情况

下才有可能是稳定的，且两端固定时的临界载荷大

于两端铰支情形 (
0）一端固定而另一端铰支或自由的弹性杆，在

扭或压扭变形时都是不稳定的，只有在压或拉扭变

形时才可能是稳定的 ( 一端固定一端铰支时弹性杆

的临界载荷大于一端固定一端自由情形 (
’）不论两端是何种约束，拉力对稳定性总是有

利的，它可以提高扭矩的临界值；反之，压力对稳定

性是不利的 (
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