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发现经典非线性三阶驻波、短峰波解并不满足其所必须的波幅方程，这势必要影响与这些经典理论密切相关

的现代短峰波理论的发展 )基于此，提出了一套消除这种解与方程不相匹配的理论判据，从而可充分保证最终所得

之解的内在和谐性和正确性 )
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& ? 引 言

@3=AB3C6;6 和 ,<55<D［&］通过引入位相、振幅等积

分方程，把经典的线性纯重力驻波解推广至非线性

三阶解 ) EF8>7;［"］将该三阶解推广至表面张力1重力

驻波解 ) -;7 等［*］通过扩展上述位相、波幅等积分方

程而将 @3=AB3C6;6 和 ,<55<D［&］之解推广至三阶纯重

力短峰波解 )自此以后，短峰波逐步广受关注［+—’］)
其中所产生的一系列重要成果［&#—&*］无不与文献［*］

关联 )或更确切地说，与文献［&］关联 )显然文献［&—

*］都已先后成为二维长峰波［&+，&(］和三维短峰波的经

典之作 )
然而，现在通过考察和分析，却发现这 * 篇经典

之作的三阶解均不完全正确，即它们的第三阶解均

不满足相应的波幅方程 )本文不仅明确指出了这些

经典解与所需满足方程之间的非匹配性，而且寻找

到消除这种理论症结的一般方案，由此可充分保证

所得之解与匹配方程之间的自洽性 )

" ? 位相方程和波幅方程

在文献［&—*］各自给定的控制方程系统中，位

相方程和波幅方程是不可分割的重要条件 )据此，可

直接推导出各阶摄动所需满足的位相方程和波幅方

程 )为简要起见，保持文献［&—*］各自的符号约定，

从第二阶开始，则文献［&—*］各自各阶的位相方程

和波幅方程如下（下文中变量上标、或下标 ! 表示阶

数，并且 ! " & ) ! G & 表示第二阶）)

$%&%’()*+(,-.-，/01102［&］和 #3456.［$］的位相方程和

波幅方程

位相方程：
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波幅方程：
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$%$%7.6，’.65-89(，:81;0.<02［=］的位相方程和波幅方程

位相方程：
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波幅方程：
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./ 非匹配解

由文献［0—.］各自给出的三阶理论，可容易地

得知：各自的第一、二阶解均可满足相应的位相方程

和波幅方程，但对于其第三阶解："" ，!
" ；"" ，!"

却发现："" 和"" 可分别满足方程（"）与（1），（2）与

（-）；但是，!
" 和!" 却并不分别满足方程（.）和（(），

这 起 因 于 !
" 中 的 &00 %*+ ##$%’ 项 和!" 中 的

&00 #$%("#$% )’ )( )# 项 ,经分析，可知这两项均因

分别使用与速度势相关的方程（"）与（1），（2）与（-）

所致 ,据此，又可分析得知：如果分别使用与自由表

面位移相关的方程（0）与（.），（3）与（(），则上述两项

将不复存在，但取而代之的将是相应的另外两项：它

们将同样不分别满足波幅方程（1）与（-）,为比较、鉴

别和完整起见，该种条件下的新非匹配第三阶解如

下（其中，各项系数可参见所在文献）,
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1/ 理论判据

由上述可见，无论是原第三阶解，还是新第三阶

解，均不满足波幅方程，以此构成这些经典三阶理论

中解之非匹配性的症结所在 ,如何消除呢？

文献［0，"］具有共性，可一并处理 ,它们的各阶

解!
! 和"! 中的项可具有两种基本表现形式，则相应

地可提出两种保证匹配解的理论判据 ,

<"#" 第 # 判据

若 !
! 和"! 中 的 部 分 项 可 分 别 表 示 为

’#$%+##$%&’ 和#%*++##$%&’（ + 和 & 为整数，’和#
为系数），则当 + " 0 或 & " 0 时，该两部分项可分

别满足位相方程（0）和（"）；而当 + 为奇整数，或 &"
0 时，该两部分项可分别满足波幅方程（.）与（1）,

<"0" 第 0 判据

若 !
! 和"! 中 的 其 余 项 可 分 别 表 示 为

’%*++##$%&’ 和##$%+##$%&’ ，则当 + 为奇整数或 &"
0 时，该两部分项可分别满足位相方程（0）和（"）；而

当 + " 0 或 & " 0 时，该两部分项可分别满足波幅

方程（.）与（1）,
对于文献［.］，!! 和"! 中的项分别只具有一种

形式：’#$%+##$%&" 和#%*++##$%&" ,由此可提出下述

判据：

<"!" 第 ! 判据

当 + 为奇整数或 &" 0 时，!! 和"! 中的项可分

别满足位相方程（3）和（2）；当 +" 0 或 &" 0 时，!!

和"! 中的项可分别满足波幅方程（(）和（-）,
经过上述判断、处理后，最终所得之解必满足相

应的位相方程和波幅方程，从而完全消除了这些经

典三阶理论中隐含的非匹配解症结 ,

3 / 结 论

驻波、短峰波分别为二维、三维水波运动的基本

"2(2 物 理 学 报 3- 卷



形式 ! "#$%&#’()( 和 *+,,+-［.］，/0123)［4］和 5)3 等［6］在

数十年前分别将它们由线性理论推广至非线性三阶

理论，影响至今，遂成为经典 !本文却从这些经典理

论中发现了非匹配解，又给出了另一非匹配解 !通过

观察、分析、归纳和推论，本文提出了一套消除、预防

“解析解”与“位相、波幅方程”不相匹配的完整理论

依据，以此可充分保证最终所得之解的内在“和谐性

和正确性”，为非线性高阶驻波、短峰波理论的发展

铺平了道路 !
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