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研究了受激拉曼绝热过程中原子)异核)三聚物分子转化系统暗态的动力学稳定性 *通过将量子哈密顿对应到
经典哈密顿，并求解和分析线性化经典运动方程后得到的哈密顿)雅克比矩阵本征值，解析地得到了原子)三聚物暗
态的动力学不稳定性发生的条件 *并以异核原子%+ ,-和.! /混合凝聚体为例，数值地给出了系统发生动力学不稳定
性的区域 *研究发现，这种动力学不稳定性是由粒子之间的相互作用带来的 *此外，还发现系统动力学不稳定性的
发生不仅与哈密顿)雅克比矩阵是否出现实数或复数的本征值有关，还与外场扫描速率有关 *
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! @ 引 言

超冷分子的产生对研究分子物质波［!—.］、强相

互作用超流［1］、高精分子谱［’］及相干分子光学［+］等

具有重要的意义 * 利用 A=78-4?8 共振［%，(］和光缔
合［!$］这两种技术可以将原子玻色)爱因斯坦凝聚体
（B2C）转化为双原子分子或者是更复杂的分子凝聚
体［!!，!"］*为了使冷原子以更高的效率转化成稳定紧
束缚分子，受激拉曼绝热过程（DEF,G0）（即暗态技
术）［!&—!(］作为一种更加有效的方法被提了出来 *
然而，在原子)分子混合 B2C的 DEF,G0过程中，

粒子之间的非线性碰撞在某些参量区域会使系统的

动力学发生不稳定性［"$］*这种动力学不稳定性会使
得系统在 DEF,G0过程中不能跟随暗态绝热演化，从
而降低原子)分子转化效率 *因此，要想成功地实施
DEF,G0技术，避免这种动力学不稳定性的发生变得
至关重要 *文献［!%，!(］基于原子)二聚物分子转化
系统暗态的集体激发谱是否出现复数频率，研究了

该系统的动力学不稳定性 * 最近，文献［"!］将
DEF,G0技术推广用于产生更加复杂的异核三聚物
分子凝聚体，并讨论了该系统暗态的动力学 *然而，

作者忽略了一个非常重要的问题，即对该系统暗态

的动力学稳定性加以讨论 *
本文对原子)异核)三聚物分子转化系统暗态的

动力学稳定性加以分析 *通过将该系统量子哈密顿
对应到经典哈密顿，并求解和分析线性化经典运动

方程后得到的哈密顿)雅克比矩阵本征值，解析地得
到了原子)三聚物暗态的动力学不稳定性发生的条
件 *并以%+ ,-和.! /混合凝聚体系统为例，数值地给
出了该系统发生动力学不稳定性的区域 *研究发现，
与原子)二聚物分子转化系统［!%，!(］相似，原子)异核)
三聚物分子转化系统的动力学不稳定性也是由粒子

之间的相互作用带来的 *此外，还发现系统动力学不
稳定性的发生不仅与哈密顿)雅克比矩阵是否出现
实数或复数的本征值有关，还与外场扫描速率有关 *

" @ 模 型

考虑原子)三聚物分子转化系统［"!］*其中，异核
三聚物分子 G"B 通过两种不同的反应路径（GG)通

道和 GB)通道）形成 *两种路径分别先通过 A=78-4?8
共振将两个原子结合成二聚物分子（G" 或 GB），二
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聚物分子再与另外一个原子通过光缔合成三聚物分

子 !"#$若定义原子%二聚物的 &’()*+,)耦合强度和
二聚物%三聚物的耦合 -+*.频率分别为!/和"/，失
谐量分别为#和$，那么考虑 (%波散射后，系统在旋
波近似下的二次量子化哈密顿量可以表示成

!" 0 !"1 2 !" .34 2 !" ,5678’， （9）
其中
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对于两种不同的反应路径，耦合哈密顿量分别表

示为
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上面的方程中，上标 !!和 !#用来区别两种反应路

径，&; # 和&;
=
# 分别为态 #〉的湮灭和产生算符，’#$表

示粒子间的两体相互作用强度 $’/## 0 @!%’# A(#，’/#$
0’/$# 0 "!%’#$ A(#$（ #" $）（ ’#，’#$为 (%波散射长度，
(# 为粒子质量，(#$为约化质量）$同文献［9B］，为
了两种原子（原子 !和原子 #）的粒子数守恒，引入
系统的巨正则哈密顿量 !)，

!) 0 !" :%(+
!* + :%(*

!* * （B）
其中，%(+，%(* 分别为原子 ! 和原子 # 的化学势，
而 !* +，!* * 分别为原子 !和原子 #的总粒子数算符 $
对于 !!%通道，
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对于 !#%通道，
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由巨正则哈密顿 !)，可以很容易得到算符的运
动方程 $利用平均场近似，即将算符&; #（&;

=
#）替换为

&%数#+&#（#+&
$
# ）$其中，+ 为总粒子数密度 $对于

!!%通道，可以得到下面的一组平均场 EF5((%
G.4+’H(I..（E%G）方程（%0 9），
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对于 !#%通道，平均场 E%G方程变为
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在方程（J）和（K）中，)# 0 : "! $’#$ &$
"，而

’# 0’/# +，’#$ 0’/ #$ +，!# 0!/##+，"# 0"/##+分别为
重整化的量 $此外，方程中的正比于*的项用来表
示二聚物分子的粒子数损失 $
为了得到暗态解（LGM (4+4’ 解），令 ,·%1（ , 0

&+，&*，&<，&>），&< 0 1 $同时利用两种粒子的粒子
数守恒条件，并令 *+ 0 "** 0 "A?，可以得到如下的
暗态解：
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其中，对于 !!%（!#%）通道，- 0 @，# 0 9（ - 0 9，#
0 "）$两种通道对应于暗态解的化学势和双光子共
振条件均为
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由方程（91）和（99），可以得到如下结论：通过动力学
保持双光子共振条件，并使 .&1，!A"&1，.&N，

!A"&N，那么通过绝热演化过程，就可将最开始处
于原子态的粒子全部输运到三聚物分子束缚态上，

从而实现原子到异核三聚物分子的绝热转化 $

? O 暗态的动力学稳定性

粒子间的非线性碰撞在某些参量区域会给系统

动力学带来不稳定性，使得最开始处于暗态上的真

实演化态在绝热演化过程中很快地偏离暗态，从而

导致原子%分子转化效率降低 $因此，在实施 PMQ-!G
技术时，避免暗态上的动力学不稳定性的发生变得
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至关重要 !下面，我们通过将量子哈密顿对应到经典
哈密顿［""—"#］，并求解和分析线性化经典运动方程后

得到的哈密顿$雅克比矩阵本征值［%&］，来研究原子$
三聚物分子转化系统暗态的动力学不稳定性 !
首先，对于 ’’$通道，利用正则变换：!( ) !( *

+"(，!, ) !, * +",，!- ) !- * +"-，!. ) !. * +". 将方

程（/）中的巨正则量子哈密顿量对应到下面的经典
哈密顿量：
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其中 !$ 表示正则动量，"$ 表示正则坐标，并满足偏

微分方程：!·$ )!
#
!"$
，"·$ ) 0!#

!!$
!由文献［"2］可知，量

子哈密顿的本征态对应经典哈密顿的不动点 !那么
令 !·$ ) &，"·$ ) &，可以解得对应于方程（2&）中原子$
三聚物暗态的不动点 !( ) !
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"，". ) & !同时
得到与方程（22）相同的化学势与双光子共振条件 !
对于 ’3$通道，采用与上面相同的方法处理 !这里不
再给出 !
不动点的动力学稳定性依赖于哈密顿$雅克比

矩阵的本征值［%&］!当哈密顿$雅克比矩阵的本征值

为纯虚数时，系统的动力学是稳定的 !否则，系统的

动力学是不稳定的 !令"( ) %2，"( ) %"，", ) %%，", )

%1，"- ) %/，"- ) %4，". ) %5，". ) %6 !那么，哈密顿$雅

克比矩阵 ! 的矩阵元可以简单地表示成：&$’ )
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，其中，$，’ 分别是行指标和列指

标，当 ’ 是奇数时，取“ *”号；当 ’ 是偶数时，取“ 0”
号 !于是可以得到原子$三聚物转化系统与暗态对应

的不动点附近的哈密顿$雅克比矩阵 !
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通过计算，可以解析地得到哈密顿$雅克比矩阵
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其中.2，" 7表示系统频率，这些频率与量子系统暗态
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的 !"#"$%&’"(集体激发谱相同［)*，*+］,!+，) - 为纯虚数

时，系统的动力学是稳定的 ,而当!+，) - 为实数或复

数时，系统的动力学是不稳定的 ,对于两种通道，方

程（+.）中的 ! /") 0
) "#)

#

* 1 2（对于 334通道，" /

+，# / +；对于 3!4通道，" / )，# / )），那么，系统
动力学发生不稳定性的条件为：$ 5 2 或者 $ 1 !) ,
当忽略粒子间的相互作用时，即$%# / 2 时，$ /
. ")#.

#

6 ，满足 !) 1 $，此时，!+，) -对于两种通道都是纯

虚数 ,因此，系统的动力学总是稳定的 ,当考虑粒子
间的相互作用时，即$%#!2时，某些参量会使得 $ 5
2 或者 $ 1 !)，导致系统动力学发生不稳定性 ,基于
以上分析，可以得到如下结论：与原子4二聚物转化
系统［+7，+6］类似，原子4三聚物转化系统的动力学不稳
定性也是由粒子间的相互作用带来的 ,

图 + 334通道（（8）—（9））和 3!4通道（（:）—（;））在"，#平面上的不稳定区域以及不稳定区域上的任意两个点粒子数动力
学发生不稳定性的例子 （8），（:）中的黑色区域为不稳定区域，白色区域为稳定区域 ,为简便，（’），（9），（<），（;）中只给出

了原子 3和三聚物分子 3)!的粒子数动力学，并未给出原子 !和二聚物分子的粒子数动力学 ,（8），（:）中，%为 =<>?’89?耦

合常数，#为随时间变化的 @8’%频率# /#2 ><9? & A&,时间以%B +为单位（"以%为单位）

下面考虑具体系统，并研究这个系统动力学不

稳定性发生的区域 ,分别取 3 原子和 ! 原子为.+ C
和7D@’,参见文献［)+］，外场参量取为% / .ED+7 F

+2. >B +，# /#2 ><9? & A&，#2 A% / )2，%&/ )2,那么，以

%A’ 为单位，可以得到碰撞参量：$88 / 2E*)+.，$’’ /
2EG*2*，$8’ / 2E7D*+，其他碰撞参量为 2E26*7 ,
图 +（8）给出了 334通道的动力学不稳定区域 ,

即哈密顿4雅克比矩阵本征值实部不为零的区域 ,其
中，黑色区域为不稳定区域，白色区域为稳定区域 ,
如图所示，存在两个不稳定区域 ,其中，区域!是由
$ 1 !) 带来的不稳定区域，这一区域沿"方向很窄
（ B 2E. 5"5 +E7)），而沿#方向很宽（# 1 2）；区域

"是由 $ 5 2带来的不稳定区域，这一区域沿# 方
向很窄（2 5# 5 G（对于""+2的情况）），而沿"方
向很宽（"1 2E))）,在区域"中，当"/ *时，参量#
在区间（2，)EDG）都会使系统动力学发生不稳定性 ,
这就解释了为什么文献［)+］（图 +）中粒子数动力学
随着#减小到 )EDG时开始偏离暗态演化 ,
图 +（’）和（9）给出了 334通道不稳定区域上的

任意两点动力学发生不稳定性的例子 ,从图+（’）可
以看到，动力学不稳定发生的时间大约在 & / )H2E
而图 +（9）中，动力学不稳定性发生的时间大约在 &
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! "#$ 造成这种差异的原因是由于哈密顿%雅克比
矩阵的本征值不同 &由于哈密顿%雅克比矩阵本征值
的实部 ’(［!!］对应 )*+*,-./*0集体激发谱的虚部 12
［"!］，即 ’(［!!］! 12［"!］!#!，而集体激发谱的复

数频率的出现（#!!3）会给集体激发模波函数的几
率幅带来指数（(#! "）增长，因此，#! 越大时，由这种指

数增长造成的动力学不稳定性所需的时间 " 就越
短 &图 "（/）中，!! 中非纯虚数本征值的实部为

3$3456#$ 而图 "（7）中，!! 中非纯虚数本征值的实部

为 3 & 89::5$ 前者#的值比后者的小一个量级 &因
此，前者发生动力学不稳定性所需的时间要远比后

者发生动力学不稳定性所需的时间长 &这就会导致
当参量扫描到不稳定区域时，如果这个区域哈密顿%
雅克比矩阵本征值!! 的实部很小，而外场扫描速度

很快，那么系统动力学不稳定性来不及发生，参量就

扫描到了稳定的区域 &这时虽然有复数或实数的!!

出现，系统的动力学不稳定性也不会发生 &基于以上
分析，得到如下结论：系统动力学不稳定性的发生不

仅与哈密顿%雅克比矩阵是否出现实数或复数的本
征值有关，还与外场扫描速率有关 &
对于 ;)%通道，系统暗态动力学不稳定区域与

;;%通道相似，如图 "（<）所示 &不稳定区域上的任意

两点的动力学发生不稳定性的例子见图 "（(），（=）&
由图（<）—（=）可见，对于 ;)%通道，可以得到 ;;%通
道相似的结论 &略 &

8 $ 结 论

研究了原子%异核%三聚物分子转化系统暗态的
动力学稳定性 &通过将量子哈密顿对应到经典哈密
顿，并求解和分析线性化经典运动方程后得到的哈

密顿%雅克比矩阵本征值，解析地得到了原子%三聚
物暗态的动力学不稳定性发生的条件，并以异核原

子#>’/和8"?混合凝聚体为例，数值地给出了系统发
生动力学不稳定性的区域 &研究发现，与原子%二聚
物混合凝聚体系统相似，这种动力学不稳定性也是

由粒子之间的相互作用带来的 &此外，研究还发现，
系统动力学不稳定性的发生不但与哈密顿%雅克比
矩阵本征值是否出现实部有关，还与外场扫描速度

有关 &当哈密顿%雅克比矩阵本征值实部很小，而外
场扫描速度很快时，将可能导致动力学不稳定性来

不及发生，参量就扫描到了稳定的区域 &这时虽然有
复数或实数的出现，系统的动力学不稳定性也不会

发生 &
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