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通过潘勒卫检验，得到了 % ) # 维广义 *+,-./0-12-.-3+4,/5678819:;8<< 方程可积的条件 = 在这个基础上，得到了

>*29 方程的双线性形式，从而根据形式级数展开法得到了无穷多对称 =根据这个对称可以得到 >*29 方程的约化 =
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# M 引 言

% ) # 维广义 *+,-./0-12-.-3+4,/5678819:;8<< 方程

!!"# )"!"!"$ )#!$!"" ) !"""$ N &， （#）

其中 !"!（"，$，#），!##，"和#是任意非零的常数 =
有很多作者已经研究过这个方程，例如，O8 和

*;/5［#］通过广义的 E8::+P8 方程展开法获得了一些精

确 解 = 当 令 ! N ?，" N ?，# N %，（#）式 变 成

2-.-3+4,/5678819:;8<<（29）方程［%，"］

?!"# ) ?!"!"$ ) %!$!"" ) !"""$ N &= （%）

如果 令! N ?，" N ’，# N ?，（#）式 变 成 *+,-./0-1
2-.-3+4,/5678819:;8<<（*29）方程［?，$］

?!"# ) ’!"!"$ ) ?!$!"" ) !"""$ N &= （"）

当做一个变换 !$ Q #
% !，#$

#
? #，那么（"）式可以约

化为爆破孤子方程［C—’］

!"# Q ?!"!"$ Q %!$!"" ) !"""$ N &= （?）

通过这个变换的逆变换，（?）式可以包括在（#）式中 =
最近，对称［(—##］在非线性物理中起着越来越重

要的作用 =对于 # ) # 维的非线性模型，可以通过强

对称算子作用于平凡对称后，得到一系列无穷多对

称，但是这个方法对于 % ) # 维可积模型就非常困

难 =幸运的是 O-K 提出了形式级数对称方法［#%—#"］，

从而可以 获得无穷多对称 = 他们对 % ) # 维 @R 方

程，685;1>-0L-5 方程，@S 方程，9@ 方程，F-L+ 模型用

这个方法给出了无穷多对称［#?—#’］=
本文首先用潘勒卫检验给出了 >*29 方程可积

的条件，然后得到了它的双线性形式，最后用形式级

数对称方法得到了它的无穷多对称，再根据截断对

称得到了方程的约化 =

% M >*29 方 程 的 可 积 条 件 和 双 线 性

形式

潘勒卫检验是由 TF*［#(—%%］提出用来证明模型

可积的最重要方法之一 =
首先，潘勒卫展开的形式可表示为

! N %
U

% N &
&%’ %Q ( ， （$）

其中 ’" ’（ "，$，#）在不同的方法中有不同的形式，

&% N &%（"，$，#）（ % N &，#，%，⋯，U）= 但是用其中的

任何一个形式，最后的结果是一样的 =在这里为了简

化，可以用 @0K67+, 简化，例如，

’ N " )$（$，#）， （C）

其中$（$，#）"$是关于 $ 和 # 的任意函数 =
把 ! N && ’ Q ( 代入（#）式中，取出 ’$& 时最高项

的系数，得到了一个可能的分支
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!! "
#$ "#

（! %"）
& （’）

然后取出 "$ ( #的系数，得到关于 $ 的多项式

（ $ ( #）（ $ ( )）（ $ ( *）（ $ % #）" !& （+）

由（+）式知，其共振点为

$ " ( #，#，)，* &
通过复杂的计算，可以发现当（#）式可积时当且

仅当"" $!&对于 $ " #，) 和 *，!#，!) 和 !* 是任意

函数 &对于 $ " $，, 和 -，我们得到

!$ " ( #
,
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$
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#
)
%!###!## % $!$ !###

$
%!#%%

( $!$ !#%!####
,
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$
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%!###$#& ( $!$!###%#%%#& % )!$#&#%%!#%

( $!$ !###%#%%!#% % $!!###
$
%$#%&）& （##）

综上，证明了这个分支的共振条件都满足 & 从而，可

以得出（#）式可以通过潘勒卫检验当且仅当"" $!&
这也说明了（$），（,）和（)）式［$,］可以通过潘勒卫检

验 &在"" $!这个条件下，（#）式变为

$’#& % $!’#’#% %!’%’## % ’###% " !& （#$）

根据（#$）式的第一个共振点，可以假设

’ " )
!
%#

% " )
!

（/0%）#， （#,）

其中%!%（ #，%，&）& 把（#,）式代入（#$）式，可以得

到其 123456 双线性形式［$)，$-］

（$(#(& % (,
#(%）%·% " !， （#)）

其中 123456 双线性算子必须满足

()
# (*

%(+
& "&)

’#&
*
’$&

+
’, ,（# %’#，% %’$，& %’,）

7 -（# (’#，% (’$，&

(’,）8’# " !，’$ " !，’, " ! & （#-）

接下来我们讨论（#)）式 &

,9 :;<= 方程的无穷多对称及其对称约化

任何一个方程的对称可以定义为

>
>(
.（’ %()）" ! （#*）

的一个解 &其中 .（’）必须满足 .（ ’）" !，)就是方

程的对称 &
根据对称的定义，可以得到（#)）式的对称

（$(#(& % (,
#(%）%·) " !， （#’）

其中)!)（ #，%，&）&接着将)对其自变量 & 做形式

级数展开，

) " "
%?

+ " !
/（*( +）!*［+］， （#+）

其中任意函数 / " /（ &），/（* ( +）表示关于 & 的（ * (
+）阶导数，)*［+］是 #，%，%以及%任意阶导数的函

数，但不显含 & &
注：在做形式级数展开时对称)也可以关于变

量 # 或 % 展开 &
把（#+）式代入（#’）式，得到

"
%?

+ " #
/（*( +%#）（$(#(& % ($

#(%）%·)*［+ ( #］

%"
%?

+ " !
/（*( +%#）（%)*#［+］(%#)*［+］）" !& （#.）

因为%与 / 是独立的，所以可以收集（#.）式中 / 的

系数，就可以得到

(%#)*［!］%%)*#［!］" !， （$!）

（$(#(& % ($
#(%）%·)*［+ ( #］(%#)*［+］

%%)*#［+］" !， + " #⋯ % ? & （$#）

通过求解（$!）和（$#）式，得到

)#［!］"%0*（%，&），)*［+］"%#( $
%$ >#，（$$）

其中

$ "（$(#(& % (,
#(%）%·)*［+ ( #］&

为了更清楚地理解（$$）式，我们写出了（$$）式

的一种等价形式

)*［+］"（(%&(#
#%($!%）+0*（%，&）%，

+ " !，#，$，⋯ （$,）

其中!"$(#(& % (,
#(% &

从而无穷多形式级数对称可表示为

) " "
%?

+ " !
/（*( +）（(%&(#

#%($!%）+0*（%，&）%&（$)）

而根据无穷多形式级数对称，可以得到截断到

* 的 截 断 对 称 & 下 面 给 出 截 断 对 称 的 定 义：如 果

)*［1*］满足

（$(#(& % (,
#(%）%·)*［1*］" !， （$-）

那么)*［/］就叫做截断对称，其形式可表示为
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!!［"］! !
"#

# ! $
"（!% #）!!［$!］， （&’）

它的截断点是 # ! $! ，因为当 # ( $! 时，有!!［ #］

! $)经验猜想和详细运算，得到 %!（&，’）的形式为

%!（&，’）! &!
!！

，! ! $，*，&，⋯， （&+）

截断点为

$$ ! $，$! ! ! % *) （&,）

从而得到了无穷多形式级数截断对称

!!［"］!!
$!

# ! $
"（!% #）（%"#%*

("%&!"）# &!
!！"，

（! ! *，&，⋯，#），!$［"］! "")（&-）

为了便 于 理 解，下 面 给 出（&-）式 的 前 . 个 截 断

对称：

!$［"］! ""，!*［"］! "· &"， （/$）

!&［"］! "0 &&
&" % "· && $ % *( )$"’ ， （/*）

!/［"］! *
’ "（/）&/" % *

/ &/ "0 $ % *( )$"’

" *
& "

· $ % *( )$ [" "&&""(("(’ %"((’"(

"& 1(

" /&&""(((’" %"((("’

"& 1( % &/ *
$ %( )$"’’ ]" )（/&）

同理，在做形式级数展开时，在（*,）式中 " 也

可以按照 & 或 ( 展开 )但是从开始计算就相当复杂，

所以选择这俩个自变量展开是不合适的，不过，还是

可以得到一些截断对称结果的：

!$（)）!")， （//）

其中 ) 是关于 & 的任意函数 )关于 ( 展开的截断对

称不存在 )
根据截断对称（/$），（/*）和（//）式，可以得到

（*.）式的一般对称

! ! *（ ’）" +’（ ’）& " ,’’（ ’）&&[ ]& "

% ,’&& $ % *( )$"’ " -（&）") （/.）

通过求解（/.）式，可以得到

" ! .（(，&）2%（ &，’），

%（&，’）!"
*（ ’）" +’（ ’）& " *

& ,’’&& " -（&）

,’&& $ % *( )$
1 ’ )

（/3）

那么（*.）式可以约化为

//
(/&.（(，&）·.（(，&）! $) （/’）

（/’）式包括了（&），（/）［&’］和（.）式的约化 )根据约化

化方程（/’），我们可以得到不同的解 )

. 4 结 论

本文首先用潘勒卫检验得到了 & " * 维广义

567892:8;<898=6>72?@ABB;CDEBFF 方程可积的条件，在这

个基础上，得到了它的双线性形式 )然后用形式级数

对称方法得到了无穷多形式级数对称 )最后根据截

断对称得到了 G5<C 方程的一种约化，这个约化包

括 <C，5<C 和爆破方程的约化 )
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