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将（!) *!）展开首次法扩展到构造高维非线性物理方程的精确非行波通解、研究解的特殊孤子结构和混沌行
为 + 作为（!) *!）展开法的新应用，获到了（( , "）维非线性 -./01/2系统的新非行波通解，对通解中的任意函数进行
适当的设置，探讨了特殊孤子结构的激发和演化、解的混沌行为和演化 +
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!北京市优秀骨干教师项目（批准号："’##$%""##’，345&##67#"$&"(7#$$899）资助的课题 +

! :7;<=>：>=?@A BC+ ?B?.+ 1D.+ EF

" G 引 言

发现非线性物理方程的新求解方法、获得新形

式解、探索解的不同结构与演化规律是非线性物理

研究中的重要内容 + 形态各异的孤子结构是非线性
物理方程的一类特殊形式解 + 目前孤子理论已经广
泛应用于光纤通讯、流体力学、等离子体物理、超导、

量子场论等物理领域，以及化学、生物、大气动力等

学科 + 近些年，对非线性物理方程的研究不断有新
的突破，尤其是不少行之有效的求解方法被开发出

来，如齐次平衡法［"—(］，H<EI?=椭圆函数展开法［$—6］，
"7展开法［%—""］，辅 助方程法［"&—"$］，分 离变量
法［"8—&#］，J=EE<B= 函数法［&"—&(］，扩展的 J=EE<B= 映射
法［&$—&’］等 +
新近，由 K<F0等提出了（!) *!）展开法［(#］，并

成功应用于构造多个非线性方程的精确解［(#—($］+ 然
而，已有仅文献局限于应用（!) *!）展开法构造非线
性方程的新精确解 + 受文献［"6，&&—&’］的启发，本
文通过对（!) *!）展开法求解过程和解的结构进行研
究，发现可以应用（!) *!）展开法研究高维非线性物
理方程的局域孤子结构的激发和演化，探索解的混

沌行为和演化，并以著名的（( , "）非线性 -./01/2系
统为例展示了（!) *!）展开法的这一新应用 +
考虑如下（( , "）维非线性 -./01/2系统：
#$ L &##% , &&#’ , &(#) , #’’ , #%% , #))，（"）

#’ L &%， （&）

#) L (% + （(）

文献［&"］应用多线性分离变量法得到了 -./01/2
系统（"）—（(）的分离变量解，文献［&%］和［&’］应用
扩展 J=EE<B=方程映射法获得了新形式的精确解，并
深入研究了其特殊孤子结构的激发与演化、孤子间

的相互作用等 +
本文通过扩展（!) *!）展开法构造出 -./01/2系

统的新非行波通解，文献［&%］应用扩展的 J=EE<B=映
射法得到的解成为本文所获通解的一组特解 + 因此
应用（!) *!）展开法构造出的精确解更为丰富 + 由于
通解中含有一个任意函数，通过设置这个任意函数

为某些特定函数，能够获得 -./01/2系统新的局域
孤子结构和演化过程，探索解的混沌行为和演化过

程 + 本文对（!) *!）展开法的新应用也能够拓展到其
他高维非线性物理方程 +

& G（( , "）维非线性 -./01/2系统的新精
确通解

（!) *!）展开法的基本思想是假设非线性物理
方程的解可以表示为（!) *!）的一个代数多项式，其
中 ! L !（*）满足二阶线性常微分方程

!M ,!!) ," L #， （$）

其中 !) L D!（*）
D* ，!M L D& !（*）

D*&
，* L ’ N +$ 为行波
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变换，! 为常数 ! 然后将假设解代入到原方程，应
用齐次平衡法可求得非线性物理方程的通解 !对于
高维非线性物理方程，可以扩展（"" #"）展开法，假
设 # 为方程所含变量的任意函数，行波变换 # $ $
% !% 仅为这个任意函数的特例 ! 当 # 为任意函数
时得到的通解称为非行波通解 !
假设 &’()*(+系统（,）—（-）有如下形式的解：

& $ !
’

( $ .
)(（$，*，+，%） ""（#）

"（#[ ]）
(
， （/）

, $ !
-

( $ .
.(（$，*，+，%） ""（#）

"（#[ ]）
(
， （0）

/ $ !
0

( $ .
1(（$，*，+，%） ""（#）

"（#[ ]）
(
， （1）

其中 # $ #（$，*，+，%）为任意函数 !
将（/）—（1）式代入（,）—（-）式后，应用齐次平

衡原则可得 ’ $ - $ 0 $ ,! 因此（/）—（1）式应为

& $ ).（$，*，+，%）2 ),（$，*，+，%）""（#）
"（#），（3）

, $ ..（$，*，+，%）2 .,（$，*，+，%）""（#）
"（#），（4）

/ $ 1.（$，*，+，%）2 1,（$，*，+，%）""（#）
"（#）!（,.）

注意到（5）式，因此
""( )" " $ ""6 % "" 7

"7

$ %! %"
""
" % ""( )"

7

! （,,）

将（3）—（,.）式代入（,）—（-）式，并注意到（,,）式，
我们有

). % 2 ), %
""( )" % ), #% ! 2"

""( )" 2 ""( )"[ ]7

$ 7 ). 2 7 ),
""( )[ ] [" ).* %!), #*

2（ ),* %"), #*）
""( )" % ), #*

""( )" ]7

2 7.. 2 7.,
""( )[ ] [" ).$ %!), #$

2（ ),$ %"), #$）
""( )" % ), #$

""( )" ]7

2 71. 2 71,
""( )[ ] [" ). + %!), #+

2（ ), + %"), #+）
""( )" % ), #+

""( )" ]7

2 ).$$ 2 ),$$
""( )" [2 7 ),$#$ 2 ), #$$

%"), #7
$ % 7 ), #7

$
""( ) ] [" %! %"

""( )" % ""( )" ]7

2 ).** 2 ),**
""( )" [2 7 ),*#* 2 ), #** %"), #7

*

% 7 ), #7
*

""( ) ]" %! %"
""( )" % ""( )"[ ]7

2 ). ++ 2 ), ++
""( )" [2 7 ), +#+ 2 ), #++ %"), #7

+

% 7 ), #7
+

""( ) ]" %! %"
""( )" % ""( )"[ ]7

! （,7）

).$ 2 ),$
""( )" 2 ), #$ %! %"

""( )" % ""( )"[ ]7

$ ..* 2 .,*
""( )"

2 ., #* %! %"
""( )" % ""( )"[ ]7

$ . ! （,-）

). + 2 ), +
""( )" 2 ), #+ %! %"

""( )" % ""( )"[ ]7

$ 1.* 2 1,*
""( )"

2 1, #* %! %"
""( )" % ""( )"[ ]7

$ . ! （,5）

将（,7）式化为含 ""( )" 的多项式，令方程两边同幂次

""( )" 项的系数相等，可得到如下的非线性代数方程组：

""( )"
.
：). % %!), #%

$ 7 ).（ ).* %!), #*）2 7..（ ).$ %!), #$）

2 71.（ ). + %!), #+）2 ).$$ 2 ).** 2 ). ++
% 7!（ ),$#$ 2 ),*#* 2 ), +#+）

%!),（#$$ 2 #** 2 #++）

2"!),（#7
$ 2 #7

* 2 #7
+）， （,/）

""( )" ：), % %"), #%

$ 7 ).（ ),* %"), #*）2 7 ),（ ).* %!), #*）

2 7..（ ),$ %"), #$）2 7.,（ ).$ %!), #$）

2 71.（ ), + %"), #+）2 71,（ ). + %!), #+）

2 ),$$ 2 ),** 2 ), ++ % 7"（ ),$#$ 2 ),*#*

2 ), +#+）%"),（#$$ 2 #** 2 #++）

2（"7 2 7!）),（#7
$ 2 #7

* 2 #7
+）， （,0）

""( )"
7
：% ), #%

$ 7 ),（ ),* %"), #*）% 7 ). ), #*

2 7.,（ ),$ %"), #$）% 7.. ), #$

2 71,（ ), + %"), #+）% 71. ), #+

2 -"),（#7
$ 2 #7

* 2 #7
+）% 7（ ),$#$

2 ),*#* 2 ), +#+）% ),（#$$ 2 #** 2 #++），（,1）
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!!( )!
"
：# $ "$% #$ # $ "% %% #&

# $ "% ’% #( & $ "%（#$
& & #$

$ & #$
(）’ () （%*）

解方程组（%+）—（%*）式可得
"( ’ # #$，%( ’ # #&，’( ’ # #(，! &" ’ # %，

#$
& & #$

$ & #$
( ’ "% #$ & %% #& & ’% #( ) （%,）

同理，由（%"）式可得如下代数方程组：
"(& # %($ #"（ "% #& # %% #$）’ (， （$(）
"%& # %%$ #!（ "% #& # %% #$）’ (， （$%）
"% #& # %% #$ ’ () （$$）

解方程组（$(）—（$$）式可得
"(& ’ %($，"%& ’ %%$，"% #& ’ %% #$ ) （$"）

由（%-）式可得如下代数方程组：
"( ( # ’( ( #"（ "% #( # ’% #$）’ (， （$-）
"% ( # ’%$ #!（ "% #( # ’% #$）’ (， （$+）
"% #( # ’% #$ ’ () （$.）

解方程组（$-）—（$.）式可得
"( ( ’ ’( (，"% ( ’ ’%$，"% #( ’ ’% #$ ) （$/）

综合（$"）和（$/）式可得
"% ’ #$，%% ’ #&，’% ’ #& ) （$*）

因此我们可得（" & %）维非线性 0123425 系统（%）—
（"）的新非行波通解为

)（&，$，(，*）’ # #$ & #$
!!
!， （$,）

+（&，$，(，*）’ # #& & #&
!!
!， （"(）

,（&，$，(，*）’ # #( & #(
!!
! ) （"%）

下面就!$ # -"分二种情形讨论 )
情形 ! 当!&" ’ # %时，!$ # -" ’［ #（% &

"）］
$ # -"’（% #"）

$!( ) 因此当""%时，（-）式中
的 !（#）满足
!!（#）
!（#）’ #!$ & ! & $

$

6
-%7859 ! & $

$( )# & -$5:;9 ! & $
$( )#

-%5:;9 ! & $
$( )# & -$7859 ! & $

$( )# )

（"$）
将（"$）式代入（$,）—（"%）式可得到（" & %）维非线性
0123425系统（%）—（"）的一组双曲函数通解为

) ’ #! & $
$ #$ &##$

-% 7859（##）& -$ 5:;9（##）
-% 5:;9（##）& -$ 7859（##）

，

（""）

+ ’ #! & $
$ #& &##&

-% 7859（##）& -$ 5:;9（##）
-% 5:;9（##）& -$ 7859（##）

，

（"-）

, ’ #! & $
$ #( &##(

-% 7859（##）& -$ 5:;9（##）
-% 5:;9（##）& -$ 7859（##）

，

（"+）

其中#’ !& $
$ ，-%，-$ 为积分常数 )

特别地，当 -% ’ (，-$"(时，可得到 0123425系
统（%）—（"）的一组孤子解

) ’! & $
$ #$ &##$ <=;9（##）， （".）

+ ’! & $
$ #& &##& <=;9（##）， （"/）

, ’! & $
$ #( &##( <=;9（##）) （"*）

或当 -%"(，-$ ’ (时，得到另一组孤子解

) ’! & $
$ #$ &##$ 78<9（##）， （",）

+ ’! & $
$ #& &##& 78<9（##）， （-(）

, ’! & $
$ #( &##( 78<9（##）) （-%）

当解（".）—（"*）和（",）—（-%）中取# ’ % 且! ’ %
时，对应的退化形式与文献［$*］使用扩展 >:77=<:方
程映射法得到 0123425 系统（%）—（"）的解（"(）—
（"+）完全一致 )
情形 " 当!&"’ # %且!’ # $时，因!$ #

-"’ (，则（-）式中的 !（#）满足
!!（#）
!（#） ’ % &

-$

-% & -$ #
) （-$）

将（-$）式代入（$,）—（"%）式可得到（" & %）维非线性
0123425系统（%）—（"）的一组解为

) ’
-$ #$

-% & -$ #
，+ ’

-$ #&
-% & -$ #
，, ’

-$ #(
-% & -$ #

)（-"）

而当 -% ’ (，-$"( 时，解（-"）的退化形式与文献
［$*］的解（$/）—（$,）完全一致 )

" ?（" & %）维非线性 0123425系统特殊孤
子结构的激发与演化

应用扩展的（ !! @!）展开法获得的非线性
0123425系统（%）—（"）的通解（""）—（-"）中均含有一
个任意函数 #，这就使激发丰富的孤子结构变得简
便易行 ) 不失一般性，本文以通解（""）为例来说明
特殊孤子结构的激发与演化过程 ) 在通解中设

#（&，$，(，*）’ .$ & % & 4AB（# &$ # ($ # *$）
6 4AB（&$ & ($ & *$）5;（&$ & ($ & *，(?.），（--）
其中 5;（#，/）为雅可比椭圆函数，/ 为模数 ) 令 $
’ %，设置参数为 -% ’ %(，-$ ’ $，. ’ $，!’ %)图 %
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（!）为我们获得的新孤子结构，形状为一柱状孤子
垂直嵌入峰状孤子 " 图 #（!）—（ $）展示了孤子解
!（"，#，$，%）在特定设置下沿 "，$ 方向的演化过程 "

从图中可以看出，孤子的形态随着时间变化由二个

孤子逐渐聚合为一个峰孤子，然后变化为内嵌孤

子，最后变化为峰顶向下的峰孤子 "

图 # 由解（%%）和式（%&）确定的孤子结构及其演化（&# ’ #(，&) ’ )，’ ’ )，!’ #，# ’ #）（!）% ’ (；（*）% ’ (+,；（-）% ’ #+)；（.）% ’ #+,；（/）

% ’ )+)；（$）% ’ )+0

& +（% 1 #）维非线性 2345/46系统的一类
混沌行为与演化

混沌是在确定的非线性系统中，不需要附加随

机因素也可以出现类似随机的行为，是物质世界一

种普遍而本质的非线性现象 " 非线性 2345/46 系统
（#）—（%）的通解（%%）—（&%）中的任意函数 ( 不仅能
够激发丰富的局域孤子，也能够揭示系统的混沌行

为 " 本文通过受迫振动 73$$895 系统来研究 2345/46
系统的混沌现象 " 73$$895系统的描述如下：
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!" !
! "" #!

!!
! " #"!

$ %#&’( " ) （*+）

,-../01系统在参数!% 232+，"% 4，#% 235+，以及
初始条件 !’（2）% 4，!（2）% 4 时的混沌解如图 "
所示 )

设置 # 函数形式仍为（**）式，令（**）式中 $ %
!（ "），% % 4，& % !（ "），其中 !（ "）是（*+）式的混沌
解 ) 我们得到了非线性 6-7187(系统（4）—（$）沿 $，
&方向的混沌解和随时间演化，如图 $ 所示 ) 从图
中能够看出，非线性 6-7187(系统（4）—（$）在受到混

图 " （9）由方程（*+）生成的 ,-../01混沌解；（:）由方程（*+）生成的 ,-../01混沌解对应的 ! ; " 关系图

图 $ 由（**）式确定的混沌解及其演化（ $ % !（ "），& % !（ "），% % 4，’4 % 42，’" % "，( % "，$% 4）（9）" % 2；（:）" % 23<；（&）" % "；（!）" %

"3*；（8）" % $；（.）" % $3$
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沌激发后出现整体上仍为孤子结构，但孤子结构在

局域出现形态和位置上的不规则混沌 ! 图 "（#）—（$）
为图 %（#）—（$）中相应解的混沌行为的等高线图 !
由于高维非线性 &’()*(+系统广泛应用于大气、

湍流、热传导等动力学领域，在实际应用中，物理

量的变化除了遵守 &’()*(+系统本身的控制方程外，
还往往受到系统外部的各种因素影响 ! 这些来自内
部规律和外部因素的影响综合在一起就形成了千姿

百态的非线性现象 ! 而丰富的多孤子激发可能为解
释这些非线性现象提供理论依据 !

图 " 对应图 %由（""）式确定的混沌解及其演化的等高线图（ ! , "（ #），$ , "（ #），% , -，&- , -.，&/ , /，’ , /，!, -）（#）# , .；（0）# ,

.12；（3）# , /；（4）# , /1"；（*）# , %；（$）# , %1%

5 1 结 论

探索非线性物理方程解的孤子结构和混沌行为

是非线性科学研究的主要内容之一 ! 对于高维非性
线物理方程的特殊孤子结构和混沌行为的研究，目

前主要使用分离变量法和 6733#87映射法［-9—/.，/"—/:］!

而将（(; <(）展开法应用于高维非线性物理方程特
殊孤子结构的激发和演化、混沌行为的生成和演化

还是首次 !
本文以（% = -）维非线性 &’()*(+系统为例，通过

对（(; <(）展开法进行扩展，获得了含任意函数的新
精确非行波通解，行波解是非行波解的特例 ! 此
外，这些通解中含有待定常数，因此能够获得更为
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丰富的解系，而更为丰富的解系能够为解释复杂的

非线性物理现象提供更多的帮助 ! 通过设置通解中
的任意函数为特定具体函数，研究了 "#$%&$’ 系统
特殊孤子结构的激发与演化，探讨了一类解的混沌

行为和演化 !
尽管构造高维非线性物理方程精确解的过程相

对复杂，（!( )!）展开法提供了一种较为简洁和直接

的求解方式 ! 本文中对（!( )!）展开法的应用过程不
失一般性，因此本文的研究方法不仅能够应用于其

他高维非线性物理方程的新精确非行波通解的构

造，还能够应用于发现新的特殊孤子结构，研究解

的混沌行为与演化 !（!( )!）展开法必将成为研究高
维非线性物理方程特殊孤子、混沌与分形的又一新

工具 !

［*］ +,-% . / *001 "#$% ! &’(( ! 2 !"" *30
［4］ 5,- 6 5，67,-% 8 9 4::: )*(+ "#$% ! ,-. !#" 4**;（<- =7<-&’&）

［闫振亚、张鸿庆 4::: 物理学报 #" 4 **;］

［;］ >,- ? @ 4::: )*(+ "#$% ! ,-. ! #" *A:0（<- =7<-&’&）［范恩贵

4::: 物理学报 #" *A:0］

［A］ /<# B C，/<# B D，># 6 E 4::* )*(+ "#$% ! ,-. ! $% 4:3F（ <-

=7<-&’&）［刘式适、刘适达、付遵涛 4::* 物理学报 $% 4:3F］

［1］ /<# B D，># 6 E，/<# B C，67,G 9 4::4 )*(+ "#$% ! ,-. ! $! H*F
（<- =7<-&’&）［刘式达、付遵涛、刘式适、赵 强 4::4物理学报

$! H*F］

［3］ +# @ I，8,- I 8，B7< / .，67,-% . 4::3 )*(+ "#$% ! ,-. ! $$

;F1F（<- =7<-&’&）［吴国将、韩家骅、史良马、张 苗 4::3 物理

学报 $$ ;F1F ］

［H］ /<# 5 J，/< 6 "，+,-% C = 4::H /#+0% ,01-(0.% 23+*(+1% &! * *H4
［F］ +,-% . /，67G# 5 "，/< 6 " 4::; "#$% ! &’(( ! 2 &!’ FA
［0］ 67G# 5 "，+,-% ./，.<,G E D 4::A "#$% ! &’(( ! 2 &(& HH
［*:］ 67,-% I /，+,-% 5 .，+,-% . /，>,-% 6 D 4::; )*(+ "#$% ! ,-. !

$( *1HA（<- =7<-&’&）［张金良、王跃明、王明亮、方宗德 4::;物

理学报 $( *1HA］

［**］ /< K 6，67,-% I /，+,-% 5 .，+,-% . / 4::A )*(+ "#$% ! ,-. !

$& A:A1（<- =7<-&’&）［李向正、张金良、王跃明、王明亮 4::A物

理学报 $& A:A1］

［*4］ E,G%&L#’,-%，B<$&-M,G&$N< 4::3 )*(+ "#$% ! ,-. ! $$ *;（<- =7<-&’&）

［套格图桑、斯仁道尔吉 4::3 物理学报 $$ *;］

［*;］ E,G%&L#’,-%， B<$&-M,G&$N< 4::3 )*(+ "#$% ! ,-. ! $$ ;4A3（ <-

=7<-&’&）［套格图桑、斯仁道尔吉 4::3 物理学报 $$ ;4A3］

［*A］ /< K 6，/< K 5，67,G / 5，67,-% I / 4::F )*(+ "#$% ! ,-. ! $)

44:;*（<- =7<-&’&）［李向正、李修勇、赵丽英、张金良 4::F 物

理学报 $) 44:;］

［*1］ /G# B 5 4::: "#$% ! &’(( ! 2 ()) 0A

［*3］ /G# B 5，9# = 6，67,-% B / 4::3 /#-. ! "#$% ! !$ 4H31
［*H］ /G# B 5，E,-% K 5 4::3 4’(#05% 06 70.1-.’+3 4+(#’8+(-*+1 "#$%-*%
（"&<N<-%：BO<&-O& J$&’’）P*4:（<- =7<-&’&）［楼森岳、唐晓艳 4::3
非线性数学物理方法（北京：科学出版社）第 *4:页］

［*F］ E,-% K 5，/<,-% 6 > 4::3 "#$% ! &’(( ! 2 &$! ;0F
［*0］ 67,-% B /，/G# B 5，9# = 6 4::3 /#-. ! "#$% ! !$ 4H31
［4:］ ., 8 =，@& D I，5# 5 D 4::F /#-. ! "#$% ! " !) *AAF
［4*］ 5<-% I J，/G# B 5 4::; /#-. ! "#$% ! &’(( ! (% *AAF
［44］ >,-% I J，67&-% = /，67# I . 4::1 /0889. ! :#’03 ! "#$% ! ##

4:;
［4;］ >,-% I J，67&-% = / 4::1 /#-. ! "#$% ! !# 3H:
［4A］ >,-% I J，67&-% = /，67# I . 4::1 )*(+ "#$% ! ,-. ! $# 400:（<-

=7<-&’&）［方建平、郑春龙、朱加民 4::1 物理学报 $# 400:］

［41］ ., B 8，>,-% I J 4::3 )*(+ "#$% ! ,-. ! $$ 13**（<- =7<-&’&）［马

松华、方建平 4::3 物理学报 $$ 13**］

［43］ ., B 8，>,-% I J，67&-% = / 4::F /#-. ! "#$% ! " !) 4H3H
［4H］ ., B 8，>,-% I J，8G-% " 8，67&-% = / 4::F /0889. ! :#’03 !

"#$% ! #" *4A1
［4F］ 8#,-% /，B#- I 2，DG# > 9，D#,- + B，/<# K K 4::H )*(+

"#$% ! ,-. ! $* 3**（<- =7<-&’&）［黄 磊、孙建安、豆福全、段文

山 4::H 物理学报 $* 3**］

［40］ ., B 8，+# K 8，>,-% I J，67&-% = / 4::F )*(+ "#$% ! ,-. ! $)

**（<- =7<-&’&）［马松华、吴小红、方建平、郑春龙 4::F 物理学

报 $) **］

［;:］ +,-% . /，/< K 6，67,-% I / 4::F "#$% ! &’(( ! 2 &)( A*H
［;*］ 67,-% B，EG-% I /，+,-% + 4::F "#$% ! &’(( ! 2 &)( 441A
［;4］ "&Q<$ 2! 4::F "#$% ! &’(( ! 2 &)( ;A::
［;;］ 67,-% I，+&< K /，/# 5 I 4::F "#$% ! &’(( ! 2 &)( ;31;
［;A］ /< " 9，., 5 / 4::0 )*(+ "#$% ! ,-. ! $’ A;H;（<- =7<-&’&）［李

帮庆、马玉兰 4::0 物理学报 $’ A;H;］

F:AH 物 理 学 报 1F卷
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