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研究 ()*+,-.. 系统规范变换对其 /-01,0* 对称性、2)0 对称性和 30) 对称性的影响 4在一定条件下，/-01,0* 对称性

和守恒量不改变 4 2)0 对称性和 5-67879 守恒量仍保持不变 4 30) 对称性和新型守恒量可能变化，得到了 30) 对称性

和新型守恒量保持不变的条件 4举例说明结果的应用 4
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$ D 引 言

()*+,-.. 系统动力学是近代分析力学的一个重

要分支［$—:］，研究力学系统的对称性并由此导出守

恒量是数学、力学和物理学中重要课题，对 ()*+,-..
系统 对 称 性 的 研 究 取 得 多 方 面 进 展 和 丰 富 成

果［#—$E］4在变量保持不变情形下，()*+,-.. 函数和函

数组可以发生变换，其中之一是 ()*+,-.. 规范变换，

在此变换下 ()*+,-.. 方程保持不变 4本文研究规范变

换对 ()*+,-.. 系统的 /-01,0* 对称性、2)0 对称性和

30) 对称性及相应的守恒量的影响，并举例说明所

得到的结果 4

" D()*+,-.. 方程和规范变换

()*+,-.. 系统运动微分方程为
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其中 !" 为变量，"（ $，!）称为 ()*+,-.. 函数，#"（ $，

!）称为 ()*+,-.. 函数组，而
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称为 ()*+,-.. 张量 4设系统是规则的，即

>01（!"#）! % 4 （:）

则由方程（$）可解出全部 !·"，得到
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其中!"#称为 ()*+,-.. 逆变张量，且有

!"#!#$ G%"$， （@）

当时间 $ 和变量 !" 保持不变，动力学函数 " 和 #"
可以作如下 ()*+,-.. 规范变换：
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!$ 4 （’）

其中 &（ $，!）称为规范变换函数，在此变换下，
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故 ()*+,-.. 方程（$）和（#）是不变的 4

: D 规范变换对 /-01,0* 对称性和守恒

量的影响

取时间 $ 和变量 !" 的无限小变换

$# G $ H&’%（ $，!），!"
#

G !" H&’"（ $，!），（&）

其中&为无限小参数，’’，’" 为无限小生成元 4如果

()*+,-.. 系统（$）满足 /-01,0* 等式

(（$）（##!
·) F "）H（##!

·) F "）’
·
% H *&+ G %，

（$%）

其中 &+ G &+（ $，!）称为规范函数，
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则系统这种不变性为 ’()*+), 对称性，且可以导出

’()*+), 守恒量

$’ " %"!" % &!# $ ’’ " -(./* 0 （!1）

以 23,4+(55 系统作规范变换（6）后的 &7 和 %7" 代

入 ’()*+), 等式（!#），得到
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调整规范函数，取

’7’ " ’’ % !（#）（’）， （!:）

则使得 ’()*+), 等式仍成立，
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系统在变换（;）下的不变性仍为 ’()*+), 对称

性，导出的 ’()*+), 守恒量为

$7’ " %7"!" % &7!# $ ’7’
" %"!" % &!# $ !（#）（’）$ ’7’
" %"!" % &!# $ ’’ " $’， （!<）

即 23,4+(55 规范变换下 ’()*+), 守恒量不变 0

9 = 规范变换对 >3) 对称性和 ?(@AB. 守

恒量的影响

如果 23,4+(55 系统（!）在变换（;）下满足 >3) 对

称性确定方程
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则对应的不变性为系统的 >3) 对称性 0由 >3) 对称性

可以直接导出 ?(@AB. 守恒量，设变换（;）中时间不

变，即!# " #，而生成元!" 满足

8—
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其中
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并且存在函数"""（ #，!）满足条件

!
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则系统存在 ?(@AB. 守恒量
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当 23,4+(55 系统（!）作规范变换（6）后，对新的动

力学函数 &7 和 %7"，已经证明了（<）和（C）式的结果，

由（<）和（:）式可以得到

$"#7 " $"# 0 （&1）

这就是说，>3) 对称性确定方程和 ?(@AB. 守恒量存

在的条件，在规范变换后仍成立，故 23,4+(55 规范变

换对系统的 >3) 对称性和 ?(@AB. 守恒量无影响 0

: = 规范变换对 E)3 对称性和新型守恒

量的影响

如果 23,4+(55 系统（!）在变换（;）下满足形式不

变性判据方程
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则相应的不变性为系统的 E)3 对称性 0 由 E)3 对称

性可以导出新型不变量，设生成元!#，!" 和规范函

数 ’F " ’F（ #，"）满足结构方程

［!（#）（%"）"·" % !（#）（&）］!
·

# $ !（!）［!（#）（%"）"·"

% !（#）（&）］$ )’ F " #， （&:）

则系统存在新型守恒量
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将 23,4+(55 系统（!）作规范变换（6）后的 %7" 和

&7 代入形式不变性判据方程（&9），得到
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这就表明，在一般情况下规范变换后的 23,4+(55 系统

将破坏 E)3 对称性 0 然而，如果规范变换函数 ’ 满
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足下列条件：
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变换后的 ’()*+,-- 系统保持 ./( 对称性不变 0
将 %1 和 &1" 代入结构方程式（%2），得到
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换句话说，规范变换函数 $ 不仅要满足（%&）式，系

统才能保持 ./( 对称性，而且 $ 还要满足

’（!）｛’（!）（ #$）｝" ’（!）!$
!( )" !·!

" ’（!） !$
!!( )" !·" $ !， （6!）

才能保持新型不变量不变 0如果（6!）式不能满足，但

是存在新的规范函数 $14，使得

#$14 $ #$ 4 [# ’（!）!$
!( )" !·! " ’（!） !$

!!( )" !·"
" ’（!）｛’（!）（ #$ ]）｝， （63）

则可以导出新的新型守恒量

(14 $ ’（!）（&1"）!" # ’（!）（%1）!! " $14
$ 7,89: 0 （6%）

;< 算 例

= 阶 ’()*+,-- 系统为

&3 $ !6，&% $ !=，&6 $ &= $ !，

% $ !% " 3
%｛（!6）% "（!=）%｝， （66）

经过规范变换（;）后为

&13 $ &1% $ !，&16 $ # !3，&1= $ # !%，%1 $ %，

（6=）

规范变换函数为

$ $ #（!3 !6 " !% !=）0 （62）

研究上述规范变换对系统 >,/:+/) 对称性和守恒量，

以及 ./( 对称性和新型守恒量的影响 0
对系统（66），>,/:+/) 等式（3!）给出

!·3
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!
·
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!
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% #!% # !6
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·
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上式的解不是唯一的，下面给出 2 组解：

!! $ # 3，!3 $!% $!6 $!= $ !，$> $ !；（6?）

!3 $ 3，!! $!% $!6 $!= $ !，$> $ !；（6&）

!% $ 3，!! $!3 $!6 $!= $ !，$> $ "；（65）

!3 $ # "，!6 $ # 3，

!! $!% $!= $ !，$> $ !3； （=!）

!% $ # "，!= $ # 3，!! $!3 $!6 $ !，

$> $ !% # 3
% "% < （=3）

将（6?）—（=3）式代入（36）式，分别得到 2 个守恒量：

(> $ % $ !% " 3
%［（!6）% "（!=）%］

$ 7,89:； （=%）

(> $ !6 $ 7,89:； （=6）

(> $ != " " $ 7,89:； （==）

(> $ !3 # !6 " $ 7,89:； （=2）

(> $ !% # != " # 3
% "% $ 7,89: 0 （=;）

对规范变换后的系统（6=），>,/:+/) 等式（3!）给出

# !3
!
·

6 # !%
!
·

= # !·6
!3 # !·=

!% #!%
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!= #｛!% " 3
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·

! " #$1> $ ! 0 （=?）

对应（6?）—（=3）式，（=?）式也有 2 组解：

!! $ # 3，!3 $!% $!6 $!= $ !，$1> $ !；（=&）

!3 $ 3，!! $!% $!6 $!= $ !，$1> $ !6；（=5）

!% $ !，!! $!3 $!6 $!= $ !，

$1> $ " " !=； （2!）

!3 $ # "，!6 $ # 3，!! $!% $!= $ !，

$1> $ # "!6； （23）

!% $ # "，!= $ # 3，!! $!3 $!6 $ !，

$1> $ # "!= # 3
% "% < （2%）

容易验证，（=&）—（2%）式中各组的 $1> 与（6?）—（=3）
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式中各组的 !! 之间，均满足（"#）式关系 $以（%"）式

与（#&）式为例，

"（’）（!）( ) # !
!$& ) !

!$( )% ［)（$*$+ , $& $%）］

( $& , #$%， （#+）

!*! ( !! ) "（’）（!）( ) #$% ) "
& #& $ （#%）

将（%-）—（#&）式代入（"+）式，仍得到与（%&）—（%.）

式相同的 # 个守恒量，即验证了（"/）式 $
讨论系统（++）的 012 对称性，容易得到

"（’）（%"）(!+，"（’）（%&）(!%，

"（’）（%+）( "（’）（%%）( ’，

"（’）（&）(!& , $+
!+ , $%

!% $ （##）

形式不变性判据方程（&%）给出一组解：

!’ (!" (!+ ( ’，!& ( $%，!% ( ) "，（#.）

代入结构方程（&#），得到

!3 ( ) # $ （#/）

代入（&.）式，得新型守恒量

’3 ( ) $% ) # ( 45678 $ （#-）

对规范变换得到的系统（+%），有

"（’）（%*" ）( "（’）（%*& ）( ’，

"（’）（%*+ ）( )!"，"（’）（%*% ）( )!&，

"（’）（&*）( "（’）（&）(!& , $+
!+ , $%

!%，（#9）

对无限小变换（#.），计算表明对" ( "，&，+，%，（&-）

式均成立，换句话说，形式不变性判据方程（&%）满

足，系统（+%）保持 012 对称性 $
然而，计算表明（+’）式不能成立，

"（’）｛"（’）（ (!）｝, "（’）!!
!( )# !·’

, "（’） !!
!$( )" !·" ( ) &! ’， （.’）

即将 %*" 和 &*代入结构方程（&#），但不改变规范函

数 !3 时，该方程不能满足 $ 根据（+"）式，引入新的

规范函数

!*3 ( #， （."）

则修正后的结构方程（&#）成立 $

［"（’）（%*"）$·" ) "（’）（&*）］!
·
’ , "（"）

:［"（’）（%*"）$·" ) "（’）（&*）］, (!*3 ( ’，（.&）

由此得到新的新型守恒量

’*3 ( "（’）（%*"）!" ) "（’）（&*）!’ , !*)

( $% , # ( 45678 $ （.+）

/; 结 论

变换理论是分析力学中重要的课题 $本文涉及

<2=>?5@@ 系统的两种变换：变量的无限小连续变换和

动力学函数（<2=>?5@@ 函数 & 和函数组 %"）的规范等

效变换，讨论了后者对与前者相关联的三种对称性

和守恒量的影响 $结论如下：

";<2=>?5@@ 系统规范变换下，系统 !518?1= 对称

性和守恒量保持不变，有些情况下，需要对规范函数

!A 作适当调整 $

& ;<2=>?5@@ 系统规范变换下，系统的 B21 对称性

及由此导出的 A5CDE6 守恒量保持不变 $
+ ;<2=>?5@@ 系统规范变换下，系统的 012 对称性

和导出的新型守 恒量可能改变，但是如果 <2=>?5@@
规范变换函数满足相应的条件，那么可能出现 012
对称性和新型守恒量均不改变的情况，也可能出现

012 对称性不变而新型守恒量却发生改变的情况 $

［"］ <2=>?5@@ F G "9&/ *+,$-./$0 1+2#3-2（H=5I2J1641：K0L M5NN1O1

HPQN27?1=）

［&］ LE682NN2 R 0 "9-+ )45,6$#.4,2 47 8934:3#./$0 ;3/9$,./2 "（!1S

T5=>：LU=26O1=VW1=NEO）

［+］ 012 3 X，L?2 R M，Y?E6O T 3，Z[ A < "99. *+,$-./2 47

&.:<9477.$, 1+2#3-（<12C26O：<12C26O \67828P81 5@ ]14?65N5O^ H=177）

（26 M?26171）［梅凤翔、史荣昌、张永发、吴惠彬 "99. <2=>?5@@
系统动力学（北京：北京理工大学出版社）］
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［#］ 012 3 X "999 =9., $ 1/. $ &500 $ ## +"-

［.］ 012 3 X，M?16 X Z &’’" > $ &3.?.,@ ’,2# $ 83/9,40 $ $% "+-

［/］ BP5 L _，M?16 X Z，FP5 T X &’’& =9., $ A9+2 $ $$ %&9

［-］ M?16 X Z，BP5 L _，012 3 X &’’& BCC0 $ ;$#9 $ ;3/9 $ &! #+

［9］ BP5 L _ &’’& =9., $ A9+2 $ D3## $ $’ %%9

［"’］ Y?E6O T &’’& B/#$ A9+2 $ 1., $ ($ %."（26 M?26171）［张毅 &’’&

物理学报 ($ %."］

［""］ BP5 L _ &’’+ BCC0 $ ;$#9 $ ;3/9 $ &# %.-

［"&］ Y?E6O A <，M?16 B ‘，FP X B &’’% B/#$ ;3/9 $ 1., $ !" &#%（26

M?26171）［张宏彬、陈立群、顾书龙 &’’% 力学学报 !" &#%］

［"+］ Y?E6O T，3E6 M X，F1 Z _ &’’% B/#$ A9+2 $ 1., $ (! +.%%（26

M?26171）［张 毅、范存新、葛伟宽 &’’% 物理学报 (! +.%%］
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