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! < 引 言

量子理论从创立至今已有一百多年，人们用它

成功地处理了微观世界的问题，然而其中的一些基

本问题仍然令人费解［!］)人们理解从狭义相对论到

牛顿力学的过渡比较容易，当 ! = ""! 时，相对论就

过渡到了牛顿力学 )但是，如何从波动力学的角度理

解从量子到经典的过渡就不这么容易 )
在量子力学中，谈论质点何时处于何位置没有

意义，但可以问质点坐标的空间平均值如何随时间

变化 )笔者认为，量子力学和经典力学的关系与相对

论和牛顿力学的关系类似，在一定条件下，量子力学

可以过渡到经典力学 )但是，把这个条件表述为!#
& 是不够严密的，因为!是一个具有确定量纲的普

适常数，如何趋于零？对此，路径积分的表述就严格

了 )它提出如果系统的作用量（和!同量纲）比!大

得多的话，系统的运动就可以用经典力学描述［#］)同
样，>?3@ 提出的对应原理指出［$—%］：在大量子数极限

下，量子体系的行为将渐近地趋于与经典力学体系

相同［*］)但定态决不可能过渡到经典力学，因为力学

量在定态中的平均值不随时间变化，给不出经典粒

子的坐标在轨道中的演化 ) 什么样的波函数可以给

出经典轨道？当年 A;3@B:07C9@ 曾认为经典态对应于

这样的量子波包，其坐标平均值随时间的变化与经

典解相同，人们把这 样 的 态 称 为 A;3@B:07C9@ 相 干

态［’］)但是，除了谐振子而外，不可能严格地找到这

样的相干态（详见下文）)人们曾试图给出氢原子的

相干态，虽取得了相当大的进展，但都未能最终奏

效［D，(］)这就使人们从波动力学的角度理解量子到经

典的过度产生了困难 )
如同人们问相对论力学中的那些解对应于牛顿

解一样，上述对量子与经典问题的提法是不恰当的 )
相对论力学中的任何解都和牛顿解不同，只有略去

! = " 及其高次项后才和牛顿解相同 )同样，量子力学

的解也和经典解不同，只有在一定条件下，略去某些

项目后才能给出经典的结果 )否则，有些态的坐标平

均值和经典解相同（它意味着在微观条件下也可以

看到类似于经典运动的轨道），有些态不同，岂非更

令人费解 )
无可否认，物理学家们从路径积分和相干态出

发在理解量子和经典的关系方面都取得了巨大的进

展 )例如从路径积分出发，在得出半经典的量子化条

件、理解经典轨道和量子谱的对应以及如何从经典

轨道特别是从周期轨道和闭合轨道获取谱和波函数

的信息方面取得了巨大的进展［!&—!’］)路径积分处理

的是量子体系，它侧重于研究那些路径可以给出该

系统的主要量子特征，它并未着眼于回答，什么样的

波函数可以给出经典轨道 )另一方面，以相干态作为

连续基出发，在理解量子经典对应方面也取得了巨
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大进展［!"—##］，特别是系统具有某种对称性（即系统

的哈密顿量可用李群链的 $%&’(’) 算子表示）时，其

威力更大，它在了解多体系统的集体运动方面发挥

了巨大的作用 *在经典过渡方面，人们企图找出谐振

子以外的严格的 +,-)./’012) 相干态，但这基本上是

行不通的（详见本文）*
本文从量子力学出发，讨论为什么波动力学在

经典条件下能给出经典的轨道 * 指出虽然不存在严

格的 +,-)./’012) 相干态，但这样的量子态是存在的，

它的坐标平均值随时间的变化，在宏观条件下，与经

典解相同 *这里多了“在宏观条件下”这几个字，它相

当于狭义相对论虽然找不到严格的牛顿解，但在 ! 3
"!! 时却过渡到了牛顿力学 *本文把这样的相干态

称为类经典态（4$+）*本文对问题的处理和 56-) 对

应原理的精神是一致的，不过本文给出的 4$+，不是

定态，而是类似于 /2 5)617’2 所提的波包［#8］* 本文给

出了谐振子和无限深方势阱的类经典态，以后将给

出氢原子的类经典态 *

# 9 +,-)./’012) 相干态和 :-)20;2&< 定理

我们把 +,-)./’012) 相干态记为 +$+〉，它满足

#— $（ %）"〈+$+ #$ +$+〉= #$,7（ %）， （!）

其中 #$ 是第 $ 个坐标，#$,7（ %）是其经典解 *但这样的

严格解除谐振子外是找不到的 *因为对力学量 & 的

平均值

#& "〈! > & >!〉， （#）

我们有

/#&
/ % = !

!%〈( )! &!〉?〈! & !
!% !( )〉

= !
’"

〈!（&’ @ ’&）!〉= !
’"

［&，’］*（8）

设系统的哈密顿量为

’ = $
(

) = !

*)*)

#+ ? ,（#），,（#）" ,（#!，##，⋯，#( ），

（A）

则有

/#— -

/ % =
*— -

+ ，
/*— -

/ % = @!,（#）

!#-
* （B）

于是我们有

/# #— -

/ %# = @!,（#）

!#-
* （C）

这就是 :-)20;2&< 定理 *一般来说

/# #— -

/ %# = @!,（#）

!#-
% @!,（#）

!#( )
- #$ = #— $

，

因此坐标平均值随时间的变化，就和牛顿方程的经

典解不同 *
但如果

@!,（#）

!#-
= @!,（#）

!#( )
- #$ = #— $

，

则有 #— -（ %）= #-,7（ %）*
此时，:-)20;2&< 方程和牛顿方程一致，此波包

坐标平均值随时间的变化，就和经典粒子坐标的变

化相同 *这时的量子态就是 +,-)./’012) 相干态 *若势

能是坐标的线性函数，上述条件可满足 *但一般势能

情况下上述关系并不满足，例如 ,（#）含 #(
$ ，( D !，

#(
$ =〈! #(

$ !〉= $
+! +#⋯+(

〈! #$ +!〉〈+! #$ +#〉

⋯〈+( #$ !〉%（〈! #$ !〉）( ，

（E）

因此，一般来说不存在严格的 +,-)./’012) 相干态 *

8 9 一维谐振子的类经典态

对谐振子而言，

,（#）= !
##$

# .# = !
##$

#（## ? /# ? 0#），（"）

@!,（ .）
!#-

= @#$
# #— - = @ !,（ .）

!#( )
- # = #— -

，（F）

则 对 其 能 量 本 征 态 的 任 一 线 性 组 合，都 是

+,-)./’012) 相干态 *因为

!〉= $
(
"( !( 〉2@ ’

"1(% ，’!( 〉= 1( !( 〉*

（!G）

#—（ %）=〈!（ %） #!（ %）〉

=$
+，(

"&+ "( 2
’
"

（1+ @ 1( ）%〈!+ #!( 〉

=$
+，(

"&+ "( 2
’
"$+(%#+(

=$
(

"( # #(( ?$
+%(

"&+ "(#+( 2’$+(% ，

其中

#+( "〈!+ #!( 〉，

$+( "
1+ @ 1(

" = +"$ @ ("$
" =（+ @ (）$，

"( = "( 2’"( ，

而

#+( =〈+ %G

’#
（2# ? 2 ?

# ） (〉
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!!"

!#
（ ! $! %""，!$% $!!""，!&%）， （%%）

其中

#$ ! %
!#

（# $ ’%(#）! %
!#

（# $ !!#
），

# $
$ ! %
!#

（# & ’%(#）! %
!#

（# & !!#
）， （%#）

# ! $%!& $ ! $
!"

，!" " &
$!%，

%(# ! %

$!%&
%( $ ! & ’ !

!#
) （%*）

若令 &! ! &! +’’! ，于是我们有

$— !#
"$!

&%" &!$"! +’%"!’

!!"

!# #! !"
! $! %&%!$% &! +’%’ $#

! !%
!!&%!&% &! +&’%( )’

!!"

!##! !"
! $! % &!$% &!

,（+’［%’&（’!$% &’!）］ $ +&’［%’&（’!$% &’!）］）

!!#!"#
! !"

! $! % &!$% &!

, -./［%’ &（’!$% &’!）］）

!&(-./（%’ &’）) （%0）
这里：

&( !!#!"｛［#
!

! $! % &!$% &! -./（’!$% &’!）］#

$［#
!

! $! % &!$% &! /’1（’!$% &’!）］#｝%2#，

34’ !#
!

! $! % &!$% &! /’1（’!$% &’!）

#
!

! $! % &!$% &! -./（’!$% &’!）， （%5）

因此有

6# $—（ ’）
6 ’# ! &%#&(-./（%’ &’）

! &%# $—（ ’）) （%7）

我们再计算坐标的方均值

$—# !#
")!

&%" $")$)!&! +’%"! ’

!!
#
"

##")! &
%
"（ ) $! %""，)$% $!)""，)&%）

,（ ! $! %")，!$% $!!")，!&%）&! +’%"! ’

!&*-./（#%’ &(）$&+

! #&*-./#（%’ & (# ）$&+ &&*， （%8）

其中

&* !!#
"｛［#

! ! "
（! $ #）（! $ %! ）

, &!$# &! -./（’!$# &’!）］#

$［#
! ! "

（! $ #）（! $ %! ）

, &!$# &! /’1（’!$# &’!）］#｝%2#，

34( !#
! ! "

（! $ #）（! $ %! ）

, &!$# &! /’1（’!$# &’!）

#
! ! "

（! $ #）（! $ %! ）

, &!$# &! -./（’!$# &’!），

&+ !!#
"#

!
（! $ %

# ） &! #， （%9）

$# & $—# ! #&*-./#（%’ &(2#）

&&(# -./#（%’ &’）$&+ &&* ) （%:）

并考虑两个限制条件

#
!

&! # ! %，

&, ! #
!

&! # ,! ! #
!

&! #（! $ %
# ）&%)（#"）

经典情形，

$ ! $" -./（%’ &’），

, ! %
#$$

·# $ %
#$%

# $# ! %
#$%

# $#
"，

我们得到相容性条件为

&, ! #
!

&! #（! $ %2#）&% !（%2#）$%
# $#

"（#%）

或

#
!
（! $ %2#）&% &! #

!&%｛［#
!

! $! % &!$% &! -./（’!$% &’!）］#

$［#
!

! $! % &!$% &! /’1（’!$% &’!）］#｝，

它要求

’!$% &’! !)， （##）

这时（%5）和（%9）式化为

&( ! !#!"#
!

! $! % &!$% &! ，34’ ! 34)， （%5;）

&* !!#
"#

! ! "
（! $ #）（! $ %! ） &!$# &! ，34( ! 34#)，

&+ !!#
"#

!
（! $ %2#） &! #， （%9;）

由此得

#
!
（! $ %2#） &! # !［#

!
! $! % &!$% &! ］# )

（#*）
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令 !! !!"
# !，!" ! "!"

#，!# "! "!# #，上式化为 #" !
" $ %&" ’

在经典条件下量子的零点能可略去，上述条件

变为

#" ! " ’ （"(）

同时，在经典条件下，$—" ) $" ! #，由（%*）式得 "!! !
!#"，!" !!!，或 ! ! " ! #"，

#
% ! #

（% $ "）（% $ %" ） &%$" &%

!#
%
（% $ %&"） &% " !［#

%
% $" % &%$% &% ］" ’

（"+）

当年，,-./012345/ 取相干态为

"〉! 5) "
" &" 5"’

$
#〉! #

%
5) "

" &" "%

%" ！
%〉，

显然满足条件（""）和（"+）’ 这是严格的 ,-./012345/
相干态 ’

我们在经典条件下，所取的类经典态与此略有

不同 ’我们取

( !［)-6 &#$］!［%$$"
# &"#］! $"

# &"!"
#，（"7）

其中［ &］表示 & 的整数部分，例如［"89:］! "’我们取

类经典态为

&（$，*）! #
($!(

% ! ()!(
&%&%（$）5)2%$* ，&% ! %

"!( $" %
’

（"9）

若

%$!( $ (， （":）

它给出

$"
# %!"

#， （":;）

$— !!#-<=（$* )’），

$" ) $—" ! "!!-<="（$* )(&"）

)!#" -<="（$* ))）$!" )!!，

!! !!"
# #

($!(

% ! ()!(
（% $ "）（% $ %" ） &%$" &% ，

!"
# #

($!(

% ! ()!(
（% $ %） &%$" &%

>!! >!"
# #

($!(

% ! ()!(
（% $ "） &%$" &% ，

或!"
#（( $ %）>!!〈!"

#（( $ "），由于条件（":），!! !

!"
# (，同理，由于条件（":）

!# !""!# #
($!(

% ! ()!(
% $" % &%$% &%

!""!# #
($!(

% ! ()!(
"(

%
"!( $ % ! ""!# "(，

?4’ ! ?4)，?4( ! ?4")&( ! "’，

$" ) $—" !（"!! )!#"）-<="（$* )’）$!" )!!
!!"

#［"( ) "（( $ %）］-<="（$* )’）

$!"
#（( $ %&" ) (）

! ) "!"
# -<="（$* )’）$ %&"!"

# ’ # ’
这是由于 $—" !!#" -<="（$* )’）的振幅为!#" !

"!"
# ( ! $"

#，根据条件（":），" 和 %&" 比起 ( 来可以略

去，条件（"+）可以满足 ’ 例如，取% ! %#) @ 4，$ !
%#( =) %，# ! #8% -A，而# ! 787"+ B %#) @( C·=，则 ( D
%#"( ’若取!( ! %#(，在经典分辨条件下，可足够满足

（"+）式 ’即波包的坐标平均值重现经典粒子的运动 ’

( 8 一维无限深方势阱的类经典态

一维无限深方势阱的势能是

+（$）!
E， $ ( ,，

#， $ > ,{ ，
（"*）

,-./012345/ 方程为

)#
"

"%
1"

1$" $ +（$[ ]）&（$）! )&（$），（@#）

其解为

&（$）! #， $ ( ,， （@%;）
因而

&（F ,）! #’ （@%G）

$ > , 时，,-./012345/ 方程化为

1"

1$" $ -( )"
&（$）! #，- )

"%)
#" " ， （@"）

其解为

)% ! %"#"""

:%,
，-% ! %"

",，% ! %，"，⋯ （@@）

归一化的本征函数为

&%（$）!（)）%

",
=23 %"

",（$ $ ,）’ （@%-）

本征函数的相因子可任意取，这里的取法是使

坐标的矩阵元为正 ’下面我们来讨论无限深方势阱

的类经典态 ’其经典解为

)-6 ! %
"%.

"，. ! (,
/ ’ )-6 ! :%,

"

/" ， （@(）

/ 为经典粒子在势阱中往返一次的周期 ’ 经典粒子

运动的解为

$-6（ *）!
.* $ , ! (,

/ * $ ,， ) /
" * * * #，

) .* $ , ! ) (,
/ * $ ,，# > * *

/
"

{ ，

（@+）
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这个解是偶函数，其傅氏分解为

!!"（ "）# !
$

# # %

&$
（’# ( )）’!’ !*+（’# ( )）"!" "，

"!" "
’!
% #!

&!"

’#$# ’ , （-.）

再来看量子解的坐标平均值 ,考察方势阱中任一叠

加态$（!，"）的坐标平均值 ,

$（!，"）#! ’($(（!）/01&( "2%， （-3）

!—（ "）#$
$

0$
$
%（!，"）!$（!，"）4!

#$
$

0 $
$
%（!，"）!$（!，"）4!

#!
) 5 (

’’)’(!)( !*+
（&) 0 &(）"

%

# !
) 5 (

)( ( # *44

’’)’(!)( !*+%!
’（)’ 0 (’）"

&#$
’ ，

（-&）

!)( #$
$

0 $
$)（!）!$(（!）4!

# ).$)(
（)’ 0 (’）’!’ , （-6）

下面我们讨论取什么样的线性组合可构成类经典

态 ,量子解的频率为

")( # %!
’（)’ 0 (’）

&#$
’ # %!

’（) ( (）（) 0 (）

&#$
’ ，

由于 ) 5 (，且 ) ( ( # *44，可令 ) # ( ( ’# ( )，而

")( #"(# # %!
’（’( ( ’# ( )）（’# ( )）

&#$
’

#（’# ( )）%!
’（( ( # ( )2’）

7#$
’ , （7%）

若取

"* # %!
’ *

7#$
’ &"!" # !’ &!"

’#$# ’ ， （7)）

则

* # &#$
’ &# !"

%
[ ]

!
， （7’）

其中［!］表示 ! 的整数部分 ,这和取

&* # *’%’!’

&#$
& &!"

所得到 * 的是一致的 ,于是我们可取类经典态为

$!" # !
*("*

( # *0"*
’($(（!）/01&( "2%， （7-）

其中"* 是一个整数，且"* 2*’) ,这时

!—（ "）# !
) 5 (

)( ( # *44

’’)’(!)( !*+%!
’（)’ 0 (’）"

&#$
’

#!
#)

# # %
!
*("*

( # *0"*
’’((’#() ’(

8 ).$（( ( ’# ( )）(
（’# ( )）’（’( ( ’# ( )）’!’

8 !*+（’# ( )）%!
’（( ( # ( )2’）

7#$
’[ ]" ,

（779）
在经典条件下，频率"!" 是有一定分辨率&"!" 的，在

开区间（"!" 0&"!"，"!" (&"!"）之内的频率不可分辨，

我们都认为是"!" ,如果

&"*

"*
#

%!’"*
7#$

’

%!’ *
7#$

’

# "*
* :&"!"

"!"
， （7;）

于是在宏观分辨范围内，（* 0"*，* ("*）之内的

数值均可以 * 代替，于是上式可化为

!—（ "）#!
#)

# # %
!
*("*

( # *0"*
’’((’#() ’( !*+［（’# ( )）"*"］

#!
#)

# # %
!
*("*

( # *0"*
’((’#() ’(

&$
（’# ( )）’!’

8 !*+［（’# ( )）"!" "］， （77<）

其中

#) ’"* ’ *， （7.）

若取

’( # )
’"* (# )

，* 0"* ( ( ( * ("*，

（73）

则 !—（ "）与 !!"（ "）一致 ,
对宏观情况，上述条件是不难满足的 ,例如，取

## )%0 - =，$ # ) !>，% # ) +，则

* # &#$
’ &# !"

%
[ ]

!
# &#$

’

%![ ]% ? )%’7 ,

若取"* # )%))，#) # )%.，此波包坐标的平均值

完全可以重现经典粒子的运动 ,

; @ 结 论

本文把量子态中坐标平均值随时间的变化与宏

观经典运动有相同解的态定义为类经典态（ABC），

并求解了一维谐振子和无限深方势阱的类经典态，

有助于从波动力学角度理解量子到经典过渡的问

%373 物 理 学 报 ;& 卷



题 !从这两个特例来看，"#$ 有如下特点：

%&"#$ 是这样一簇态 !!〉的叠加：

! !（" ’!"，" (!"），!" )" " %，

〈!! #!!〉# $*+ !
, &!% ) %—"%，在宏观分辨率下，可认为质点具有

确定的位置 !
- & 运动周期取决于（$& ’ $! ）)"，&，!!（" ’

!"，" (!"）中之最小者 !
研究类经典态的意义在于可以对波动力学有一

个更全面的了解 !一方面是微观世界需用量子力学

计算，另一方面是宏观世界可用经典力学处理 !从波

动力学来看，经典轨道只不过是 "#$ 在宏观分辨率

下的表现而已 ! 夹在中间的介观层次，若用 "#$ 处

理，就不能做宏观分辨率下的近似，需进行更精确一

些的计算 !这有点类似于在路径积分中考虑稳相近

似，或更高阶的量子修正 !在这一思路下我们将给出

氢原子的 "#$ 和非束缚态的 "#$!
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