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采用一种新的数值计算方法求解原子体系的相对论 ()*+*,,-./01（2(.）方程 3给出了 4*,5+作用中迟滞项的非常
清晰、简洁的表示形式 3利用建立起来的理论方法和计算程序，计算了 6)原子 !7（8 9 ’%—$’）系列能级的精细结
构 3有别于其他理论计算中多采用微扰论方法，用 2(.方法通过自洽迭代直接求解精细结构的能级分裂值，得到了
与实验值基本一致的精细结构倒置的计算结果 3结果表明相对论架构下原子实电子与价电子的交换作用是导致精
细结构反转的主要原因 3用微扰方法计算了精细结构分裂中的 4*,5+效应，使得到的计算结果更进一步接近于实验
值，且明显优于其他理论结果 3
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’ B 引 言

精细结构分裂是与电子自旋有关的相对论效

应 3 6)原子 7电子系列反常的精细结构引起了人们
极大的兴趣 3 .)C*,等人［’］用量子拍频的方法得到了
6)原子 !7（&"!"’D）系列电子的精细结构倒置的
实验数据 3理论计算方面，E+,*8>,5<,*等人在非相对
论框架下，用微扰方法计算了自旋-轨道耦合作用对
原子态波函数及其交换作用的影响，进而得到了 6)
原子 $F，GF，:F［"］，$7，G7，’’7，’G7［$］以及 H［$］系列能
级精细结构倒置的计算结果［G，:］3后来，4,01等［D］在
计算过程中加入了泡利算符，I,, 等［%］加入了原子
实的极化作用 3虽然上述结果都不是很理想，但是这
一阶段的工作总结出了一个重要的结果，即精细结

构倒置的主要原因是由于电子之间的交换作用 3
I@0-J/,85K［L］利用相对论方法得到了较为接近

实验值的计算结果 3然而她的原子实波函数是由实
验值拟合而来，因此不能令人信服 3此外，在计算价
电子轨道时完全没有考虑与内层电子之间的交换相

互作用 3 MNF,* 等人［&］使用非相对论性 ()*+*,,-./01
基函数，只对原子实的电子波函数做了一阶相对论

修正，然后以一阶微扰的形式，考虑价电子与经过相

对论修正的原子实之间交换势 3
I587K*,8等［’#］指出相对论架构下的交换相互作

用是导致精细结构反转的主要作用机理，这其中内

壳层的相对论自旋-轨道耦合分裂是起主要作用的 3
而 MNF,*等［&］和 I@0-J/,85K［L］在计算价轨道时未考虑
交换作用势，这不能不认为是理论方法上的重要缺

陷 3然而，他们的工作还是迄今为止发表的最好的理
论结果 3
碱金属原子的精细结构问题是十分重要的基础

性课题，是许多实验和理论工作者研究的热点［’’］3
实验上发现许多体系的精细结构分裂值比预想的

小，有些甚至是意外反转的 3这一结构体系的精确计
算对理论工作者来说是一个挑战 3激光光谱技术的
发展已能在实验获取大量准确的测量结果，近年来

还不断有新的实验结果发表［’"—’G］3此外，还有作者
采用多通道量子亏损理论（OPQR）方法对碱金属原
子做了很好的理论研究［’:—’&］3
本文采用一种新的数值计算方法求解原子体系

的相对论波动方程 3在此基础上用微扰方法计算
4*,5+相互作用能，并且给出 4*,5+作用中迟滞项的非
常清晰、简洁的表示形式 3利用建立起来的理论方法
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和计算程序，研究单电子原子的精细结构，主要是

!"原子 #轨道系列的所谓精细结构反转问题，得到
了与实验值基本一致的计算结果 $

% & 理论与计算方法

!"#" 相对论 $%&’&(()*+,-（.$*）计算方法

研究多电子体系的出发点是求解 ’()"*+,-*.方
程［%/］$在有心力场模型下，相对论的单电子轨道用
四维波函数表示为［%0］
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可以得到一组耦合径向波动方程（34#56)7单位）
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其中 % 是大分量径向波函数，& 是小分量，’，+ 表
示不同的轨道 $#"#是一个球谐函数 ,-’

（$，%）和一

个自旋函数()（ .）的向量耦合函数
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对于原子的闭壳层体系，可有
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上式的前两项是库伦作用，其中第一项是原子核的

库伦作用，而第二项是电子之间的库伦作用，第三项

表示的则是 ’ 轨道电子之间的交换相互作用 $而不

同轨道之间的交换作用表示为
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其中 ,2（’，+；$）的定义见文献［%%］$
我们可以由（%）式得到小分量 & 的表达式
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并由此可得 *（&）’（ $）以及
#&’

# $ ，然后代入（9）式得到

大分量 % 满足的波动方程
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于是原本含大分量和小分量的相对论径向波动方程

组可转化为只含大分量的相对论 C")D)66+,-*.（3C,）
方程，可以使用传统的非相对论下的 C")D)66+,-*.方
程求解方法（,)-6E6 ,(EF6)［%9］）求解 $与标准形式［%9］
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比较，其中
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上式 5’ 的前三项和 6’ 的第一项为非相对论作用

项，其余均可看作相对论修正项 $
’()"*+,-*.方程是关于 % 和 & 的二元一阶微分

方程组，上述过程通过替换小分量 &，从而得到关
于大分量 % 的一元二阶微分方程 $二阶微分方程有
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很成熟的算法，在数值方法上可以套用非相对论中

普遍采用的 !"#$%&’差分格式［()］，在数值精度上应
优于通常的 *+%,-./&-0计算方法 1
上述 23/方程，形式上看似仅为大分量波函数

! 的波动方程，但在求解的过程中须同时由（4）式给
出小分量的计算结果，而且波函数应按下式予以归

一化：

!
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此外，小分量的作用还体现在相互作用积分函数 %&

的表示式中 1除数值求解方法的区别外，23/ 方程
是 */方程的翻版，计算结果应可直接与之相比较 1

!"!"#$%&’效应

两电子间源于横光子交换作用的库仑排斥修

正，就是所谓的 <%$+= 效应［(;，(>］1它对于原子的精细
结构分裂具有一定的修正作用［(?—(4］1 <%$+=相互作用
通常可分解磁相互作用项和迟滞项之和的形式［((］1
如果只考虑一个闭壳层体系与价电子之间的相互作

用，其直接作用部分为零［(:］，因此我们只需要计算

其中的交换作用部分 1
@%,A=已经给出了闭壳层电子和一个价电子之

间磁相互作用的简洁形式［)6］1对于迟滞项，与磁相
互作用项的处理方法类似，将迟滞项的交换矩阵元

对某一闭壳层求和，即可得到该闭壳层电子与一个

价电子之间的迟滞作用［((］，即
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这里的量子数 -，#，!的定义可参照文献［((］，1
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由

下式给出：
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根据 4 , 符号不为零的条件，0 的取值可分解为
以下三种情形：

0 9 & 7 :，
0 9 &（& # 6），
0 9 & B :（& # 6）1

（:4）

由 <%+A0等［):］给出的计算式，可将一个 ) , 符号与一
个 4 , 符号之积转化成一个 ) , 符号的形式，求出三
种情形下 1&# 的简化表示形式 1（:>）式中!可取为

6，H :，利用上述 1&# 的表示式代入（:?）式可计算得

到不同!所对应的 +&，再由（:>）式可得迟滞交换作
用的非常简洁的表达式
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其中%,C &,和径向积分 .&
/ 均参照了 @%,A=［((］给出的定

义形式，各量子数的取值须满足下列条件：

& 7 2C 7 2 9 奇数，
,C B , $ 0 $ ,C 7 ,，& 9 0 H :1

（(:）

I+#［(:］从不同的途径得到磁相互作用和迟滞项
的矩阵元表达式，其中迟滞项部分尤其繁琐 1本文给
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出的迟滞交换作用（!"）式是所有有关表达式中最简
洁的形式，可十分有效地用于编程运算 #

$ % 计算结果与讨论

通过在 &’方程中替换掉小分量波函数，得到
大分量 ! 所满足的径向波动方程（()）式，我们称之
为相对论 *+,-,../’012（3*’）方程 #与 &’方程不同，
3*’方程为一元二阶微分方程，可以套用非相对论
*’方程的解法［!$］#求解二阶微分方程的 456.,07有
限差分格式是很成熟、可靠的算法，与 &’方程中求
解二元一阶微分方程组比较，应具有更高的数值计

算精度和稳定性 #
此外，我们对变步长方案作了很好的改进 #目前

常见的是采用对数坐标变换的变步长方法，而本文

采用的是分段的变步长法 #在 *.,6+8和 92:;;6+8［$!］

的分段变步长法基础上，考虑到精确计算高激发态

能级和波函数的需要，采用灵活的变步长方案，即变

步长操作可以选择在事先选择好的任意点上 #这样
做的目的是为了在高能态电子的主要分布区域有适

当的步长和计算精度，同时又能兼顾到计算量的问

题 #特别是在求解原子 3<=>.,?态的精细结构时，数
值计算精度成为非常关键的因素 #
利用上述计算方法，编写了相应的计算程序 #对

于特定的原子结构体系，可通过自洽迭代过程求解

相对论径向 *+,-,../’012（3*’）方程得到体系的能级
结构和轨道波函数，并由此可计算体系的 @,.:-相互
作用能 #为了验证这一新的理论方法，我们计算了一
系列氦离子的总能量，汞原子的能级结构，径向坐标

" 的平均值等，并与文献结果［$$］进行了比较，证明了
本文方法是正确、有效的 #
在 3*’方程和 @,.:-相互作用能的最后表达式

中都使用了闭壳层的条件，即严格来讲，目前的算法

只能计算闭壳层体系 #然而，对我们感兴趣的所谓单
电子原子问题，须在 #$ A (近似下予以求解 #这里
#$ A (就是要通过求解一个闭壳层体系来获取 #
为了计算钠原子的激发态结构，在 #$ A (近似

下，需要先计算出 4+B的结构 #在冻结近似下，在同
一个 #$ A (势下可计算出所有的价电子轨道 #为了直
接给出 %=组态的精细结构计算结果，我们利用上
述 3*’方法分别计算 %=CD!和 %=$D!这两个态的能级
值，它们的差!!& E!%=CD!

A!%=$D!
即为精细结构分裂

值，结果列于表 (中第二列 #在这一过程中，造成精

细结构分裂的相对论直接效应（主要是自旋/轨道耦
合项 ’9F）和间接效应（交换作用等）都得到了直接

的严格体现，而不是微扰论框架下的近似表达 #这其
中尤为重要的是相对论架构下的交换相互作用，具

体的讲就是原子实电子对价电子的交换作用是导致

精细结构反转的主要原因 #我们在自洽场水平直接
计算了这一效应，得到了合理的计算结果 #

表 ( 4+原子 %=（% E (G—$(）系列能级精细结构

分裂值计算结果及其比较（6H）

% !!%= !(@,.:- 合计 其他理论值
［I］ 实验值［$)］

(G A "%J( A "%"C A "%JJ A "%JJ

(K A "%C( A "%"C A "%CJ

(I A "%)) A "%") A "%)K

!" A "%$K A "%"$ A "%)(

!( A "%$! A "%"$ A "%$C A "%!G A "%$)

!! A "%!K A "%"$ A "%$( A "%$(

!$ A "%!C A "%"! A "%!G A "%!G

!) A "%!! A "%"! A "%!) A "%!$

!C A "%(I A "%"! A "%!( A "%(J A "%!(

!J A "%(G A "%"! A "%(I A "%(K

!G A "%(C A "%"! A "%(G A "%(J

!K A "%() A "%"( A "%(C A "%(C

!I A "%(! A "%"! A "%() A "%()

$" A "%(( A "%"( A "%(! A "%"I A "%(!

$( A "%(" A "%"( A "%(( A "%("

为了考察 @,.:-效应对精细结构分裂的影响，分
别对 %=CD!和 %=$D!两个态计算原子实与价电子间的

@,.:-相互作用能，它们的差值，就是所谓精细结构
中的 @,.:-效应 #结果列于表 (第三列 #第四列是第
二、第三列的和，为本文关于精细结构的最后计算

结果 #
已有的关于精细结构倒置的理论研究，一般都

使用微扰论的方法 #例如，L06>+,=:［$C］所采用的是一
种最典型的微扰论方案，用非相对论 *’波函数计
算自旋/轨道耦合项的能级分裂值，得到的结果自然
是大于零的 #正是由于受这种简单理论方法的局限，
才有所谓的精细结构反常（+>80,6+;）和能级结构倒置
（:87.,M:08）之说 # N<O.,等［I］是在 *+,-,../’012基函数上
进行微扰计算，他们在计算价轨道时未能引入交换作

用势，这不能不认为是理论方法上的重要缺陷 #
经常有作者提到计算中的数值精度问题 # N<O.,

等［I］认为由于数值计算的困难而难以获得精确的高
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激发态价轨道波函数，而只能代之以氢的轨道波函

数 ! "#$%&’($ 等［)*］特别提到在引入非定域交换势以
后难以确定价轨道能级的准确值 !由此可见，采用微
扰论的近似算法，和数值计算精确度的不确定性自

然不会导致十分理想的计算结果 !
"#$%&’($等［)*］给出了精细结构倒置的主要作用

机理，但未能用严格算法实现这一理论方案 !我们从
"#$%&’($给出的图像中认识到问题的关键是相对论
框架下的交换相互作用，而且最好的解决方案是在

自洽场水平上与其他所有的相对论效应一起予以严

格求解 !并且通过灵活的变步长方案解决和控制数
值计算精度问题，取得了很好的效果 !通过比较可以
看出，本文给出的 +,原子 %电子高 -.%/(’&系列精
细结构的计算结果与实验值基本符合，且明显优于

0.1(’等［2］的理论计算值 !
本文建立了一种新的相对论 3,’4’((56789（-36）

计算方法和程序 !有别于传统的 :6方程的求解方
法，-36方程形式上为一元二阶微分方程，可以套
用非相对论 3,’4’((56789方程求解中采用的 +;<(’7=
差分格式［>?］，这样应更有利于保证数值计算的精度

和稳定性 !此外，灵活的变步长方案能够有效求解原
子的高激发态 !
目前的理论方案中还未包括原子实的极化和其

他的电子关联效应，所以还未能对所有的碱金属原

子体系的精细结构都给出理想的计算结果 !我们设
想在现有工作基础上，同样是在采用 !" @ )近似的

-36体系结构下用多体微扰理论（AB0C）方法予以
解决 !
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