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阐述一种理论模型，讨论共面转换（)*+）模式下横向电场对平面织构胆甾相液晶螺距及扭曲角的影响 ,利用琼

斯矩阵法计算了光正入射情况下未加电场时胆甾相液晶的反射谱 ,在上述模型基础上，计算了施加电场后胆甾相

液晶的反射峰值波长以及反射带宽随场强的变化关系 ,探讨了忽略锚定与强锚定两种边界条件下横向电场对平面

织构胆甾相液晶螺距及反射特性的影响 ,所得结论在理论上证实：共面转换模式下电场可以调谐胆甾相液晶的反

射光颜色，从而为基于电控螺距原理的胆甾相液晶反射式彩色显示方案提供了理论上的依据 ,
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" C 引 言

胆甾相液晶的光反射是过去十几年来人们广泛

研究的课题之一［"—(］, 由于胆甾相液晶具有独特的

光学性质而被广泛应用于显示领域［.，&］,胆甾相液晶

具有螺旋结构，指向矢沿垂直于它的螺旋轴扭转排

列 ,指向矢扭转 %!时螺旋轴上通过的距离称为一个

螺距，记作 !# , 与胆甾相液晶具有相同旋向的一定

带宽内的圆偏振光能被完全反射 ,布拉格反射带宽

为"! D ""·!#，"" 为胆甾相液晶的介电双折射 ,
反射 的 中 心 波 长 为 ! D "— !#，平 均 折 射 率

"— D（": E "<）F%，":，"< 分别为液晶中寻常光和非

常光的折射率 ,
"’-$ 年 G<H<I 证实［-］，施加垂直于螺旋轴方向

的电场会使胆甾相液晶的螺距增加，由布拉格定律

可知反射光颜色可以改变 , "’/# 年 J6K= 在实验中

观察到横向电场作用下胆甾相液晶螺距改变的现

象［/］, %##. 年 L7 小组在实验中观察到横向电场作用

下胆甾相液晶反射光颜色改变的现象［$］,基于上述

现象，本文详细阐述一种理论模型，讨论共面转换模

式［’—""］下横向电场对平面织构胆甾相液晶螺距以及

扭曲角的影响 ,利用上述模型，用琼斯矩阵法计算了

光正入射情况下胆甾相液晶的反射峰值波长（或是

反射光颜色）以及反射带宽随场强的变化关系 ,处理

过程中借助了变分法与椭圆积分数学工具 ,

% C 理论模型

$%&% 施加电场后胆甾相液晶的自由能表达式

胆甾相液晶弹性自由能密度表达式为［"%］
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其中 ! 代表指向矢，$"，$%，$( 分别代表展曲、扭曲、

弯曲弹性常数 ,螺旋扭曲度 %# D %!F!#，!# 是未加

电场时胆甾相液晶的螺距 ,考虑一厚为 & 的胆甾相

液晶样品盒，指向矢平行于 ’() 平面，直流电场沿 ’
轴方向，螺旋轴沿 * 轴方向 ,本文中，将胆甾相液晶

分为很多层，每层近似认为是取向相同的向列相液

晶层 ,未施加电场时，胆甾相液晶相邻层之间的夹角

是相同的 ,施加横向电场后，胆甾相液晶两相邻层间

的夹角不再是相同的固定值，有的夹角变大，有的夹
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角变小 !但平均而言，两相邻层间的夹角变小，因此，

在一个 "!周期内包含的液晶层数增加，致使螺距

增加 !当场强进一步增大到某一临界值 !# 时，胆甾

相液晶就完全解旋为向列相液晶，如图 $ 所示 !由于

指向矢是位置 ! 的函数，因此在假设 ! 处扭曲角为

"（ !）的前提下，指向矢可以表示为

" %（&’("，()*"，+）， （"）

指向矢 " 的散度和旋度分别是

!

·" % +， （,）
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由（$），（,）和（0）式得到
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图 $ 外加直流电场时胆甾相液晶样品发生的变化 （4）场强 %

% +；（5）场强 % 6 %#；（&）场强 %! %#（%# 为胆甾相液晶解旋为

向列相液晶的临界场强）

根据电磁理论，静电场能量密度表达式为

"1# % $
" #·!， （7）

当电极平行于 & 轴放置时，场强 ! 与 & 轴平行，

! %（%，+，+）， （8）

由于胆甾相液晶的各向异性，电位移矢量 # 与场强

! 是不平行的 !实验室坐标系中，液晶分子的电位移

矢量 # %#" ! 9!#"（ "·!）!!#%## .#"是绝对

介电常数各向异性，##，#" 分别是平行与垂直于分

子轴方向的绝对介电常数 !由上面的公式计算可得

’& %（## &’("" 9#" ()*""）%，其中"为液晶分子

长轴与实验室坐标系 & 轴之间的夹角 !由（7）式，静

电场能量密度可进一步简化为

"1#（"）% $
" ’&%，

% $
"（## &’("" 9#" ()*""）%"，（:）

因此，电场作用下胆甾相液晶静电场能量密度改

变为
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式中第一个等号右侧第一项为电场作用下液晶分子

重新取向后的静电场能量密度，第二项为施加电场

后液晶分子未曾发生扭转时的静电场能量密度 !
由（3），（;）两式可以得到胆甾相液晶样品总自

由能表达式为
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式中$为液晶盒体积，)&( 为液晶盒 &+( 平面上的

面积，* 为液晶盒厚度 !

!"!" 横向电场对胆甾相液晶扭曲角及螺距的影响

施加电场后取向分布函数"（ !）可以通过对自

由能 " 变分得到［$,］!为数学上的方便，此处认为"
是变量，并且有 ! % !（"）! 对（$+）式 ! 变分可以

推出
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其中"（+）是 ! % + 处的扭曲角，"（*）是 ! % * 处

的扭曲角 !最小自由能条件"" % + 要求
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其中!! " !! #!""!，!! 是常数项 $
以下讨论中考虑多个螺距的情况并且忽略表面

锚定，此时螺距连续变化［%&］$因此，施加电场后胆甾

相液晶的螺距变为

# "!
!"

’

( $
(( )
#

(#，

" &!!!
"#!

’

(#
（% ) !! *+,!

#）%#! ， （%-）
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一类完全椭圆积分［%.］$
积分（%’）式可得
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式中 + 是胆甾相样品盒厚度 $利用自由能最小化条

件#& ##! " ’ 得出
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（%.）式可进一步简化为
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其中 %!（!，"#!）"!
"#!

’
（% ) !! *+,!

#）%#! (#是第二类

完全椭圆积分［%.］$第一类与第二类完全椭圆积分均

可调用 123425 计算软件中的 644+786 函数求得 $ 推导

出的（%0）式即为场强 " 与常数 ! 之间的关系 $
（%’）式积分与（%&）式求偏导过程中用到下面三

个公式：

!
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由（%-）和（%0）两式可以得到

#
#’

" &
"! %%（!，"#!）%!（!，"#!）， （!’）

（!’）式即为施加电场前后胆甾相液晶螺距之间的关

系 $在给定场强 " 的情况下，只要通过（%0）式得到

常数 ! 的值，就可以通过（!’）式得到施加电场后胆

甾相液晶的螺距值 $

- < 计算结果与讨论

!"#" 未加电场情况下胆甾相液晶的反射特性

利用琼斯矩阵法［%0］计算未加电场情况下不同

胆甾相样品厚度的反射谱，如图 ! 所示 $胆甾相液晶

为右旋结构，螺距 #’ " -’’ ,=，,> " %<.，,6 " %<: $胆
甾相液晶的上下两端为各向同性的玻璃基板，折射

率 ,? " %<. $ 入射光为平行于螺旋轴方向的右旋圆

偏振光 $计算过程中将一个螺距分为 !’’ 层，因未加

电场情况下液晶分子均匀扭曲，所以两相邻液晶层

之间的夹角为相同的固定值 $

图 ! 不同样品厚度胆甾相液晶的反射谱（入射光为右旋圆偏

振光）

当样品厚度为 0 个螺距时，布拉格反射中心波

长为 &;.<! ,=，布拉格反射带宽为 ;%<! ,=$所得结

果与理论公式（!$ "!,·#’，$ " ,—#’）完全符合

（见引言第一小节）$从图 ! 中可以看出，胆甾相样品

螺距数超过 0 时，计算结果是准确的 $

!"$" 施加电场后胆甾相液晶的反射特性

接下来的内容分三部分加以论述：第一部分讨

论施加电场后胆甾相液晶螺距的改变；第二部分探

讨胆甾相液晶扭曲角随外加直流电场的变化关系；

最后一部分计算电场作用下胆甾相液晶反射特性 $
施加横向电场后，通过（%-）和（%0）两式可以得

到场强 " 与胆甾相液晶螺距 # 之间的关系，如图 -
所示 $表 % 给出了相应的计算数据，表中 " 代表场

强，%%，%! 代表第一类、第二类完全椭圆积分，# 代

表施加电场后的螺距 $
计算过程所采用的胆甾相液晶参数如下：螺距
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!! " #!! $%，"& " ’ ( )!* )& +，!! " ),-.!!，!" "
/!! 0!! 为真空中的介电常数 0当 " " ) 时，由（)#）式

积分得到螺距 ! 为无穷大，胆甾相液晶完全解旋为

向列相液晶 0 由（)/）式，当 " " ) 时，# " #1 "
（"&!’ 2"!!&

!）)2& 0 #1 即为胆甾相液晶—向列相液晶转

变的临界场强值 0场强 # # #1 时，胆甾相液晶在电

场作用下完全解旋为向列相液晶，如图 )（3）所示 0
在上述参数情况下，计算得到的 #1 " .-!445 62#%0

图 # 忽略表面锚定情况下胆甾相液晶螺距随场强的变化关系

上面部分的计算是忽略表面锚定的情况下胆甾

相液晶螺距随场强的变化关系，下面将讨论强锚定

的情况 0在强锚定情况下，螺距值不再是连续的，而

是离散化的 0螺距由下式决定：

&!
!$ " %! （% 为整数）， （&)）

这里假定胆甾相液晶样品上下两层的扭曲角均为

! 0（&)）式的物理意义是：液晶层的厚度 $ 应该等于

半螺距! 2& 的整数倍，% 代表半螺距的数目 0由（&)）

式得到

! " &$
% （% 为整数）， （&&）

假定胆甾相液晶样品初始厚度为 )! 个螺距，则样品

总厚度为 #!!! $%0未加电场时 ! " !! " #!! $%，由

（&&）式 % " &!0 让 % 取一系列的值，就可以得到离

散化的螺距值 ! 0 根据（&!）式就可得到不同的 "
值，进而得到相应的"值与场强值 0图 ’ 是强锚定条

件下的螺距值，表 & 给出了相应的计算数据 0其中各

个物理量的意义与表 ) 相同 0
注意到，强锚定情况下，螺距只能取上述图形中

标注的离散值 0图 ’ 中 % 的取值范围为 ))—&! 0
施加电场后，胆甾相液晶两相邻层的夹角不再

图 ’ 强锚定情况下胆甾相液晶螺距随场强的变化关系（% 取

值范围为 ))—&!）

是固定值，而是有所差别 0任意位置 & 处的扭曲角可

通过对（)&）式积分得到

& """$
#（ &）

!

)
（) * "& 78$&#）)2& 9#， （&#）

其中 ! 为 & " ! 处的扭曲角，#（ &）代表任意位置 &
处的扭曲角 0

’#（"，#）"$
#（ &）

!
)2（) * "& 78$&#）[ ])2& 9#

是第一类椭圆积分［),］（当# " !2& 时，’#（"，#）即

为第一类完全椭圆积分），其值可调用 :;<=;> 计算

软件中的 ?==8@A 函数求得 0将表 ) 和表 & 中计算得到

的"，" 值代入（&#）式中，就可以得到不同场强时任

意位置 & 处的扭曲角#（ &），进而可以得到两相邻液

晶层之间的夹角 0通过计算得出的结论是：场强值越

大时两相邻液晶层间夹角的差值越大 0同样，施加电

场后胆甾相液晶的螺距变大，相应样品的总螺距数

减少，上述问题在前面已经有详细的论述 0
根据上面的讨论，下面计算了不同场强时胆甾

相液晶的布拉格反射谱，如图 , 所示 0计算中用到的

胆甾相液晶参数与前面部分相同，每个螺距分为

&!! 层 0图 ,（;）是忽略表面锚定的情况，施加的场强

依次为 , 62#%，/ 62#%，/-5 62#%0布拉格反射的峰

值波长分别为 ’55 $%，,&5-5 $%，//5 $%0 这里计算

的是峰值波长，而非中心波长 0上面三种波长的光对

应于蓝光，绿光，红光 0由于螺距是可以连续变化的，

理论上可以通过改变场强的大小得到所有颜色的反

射光，实现全色显示 0图 ,（>）是强锚定情况，施加的

场强分别为 ’-4. 62#%，/-!. 62#%，/-,’ 62#%0布拉

格反射的峰值波长依次为 ’4& $%，,#,-& $%，//’-5
$%0上面三种波长的光分别对应于蓝光、绿光和红
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光 !强锚定情况下，螺距是离散化的，因此只能得到

某些特定波长的反射光 ! 真实的胆甾相样品是介于

无锚定和强锚定作用之间的，因而应用中需要合适

的锚定来满足人们的需要［"#，"$］!

图 % 不同场强值时的布拉格反射谱 （&）忽略锚定的情况；

（’）强锚定情况

从图 % 中可清晰地看到，随着场强的增加，胆甾

相液晶布拉格反射峰值波长向长波方向移动，同时

布拉格反射带宽明显变宽 ! 下面用琼斯矩阵法详细

计算了忽略锚定和强锚定情况下的反射峰值波长以

及反射带宽 !图 (（&）是忽略锚定情况下场强与布拉

格反射峰值波长之间的关系 ! 反射峰值波长的变化

范围为 )("*(—#$+ ,-，包含了几乎所有的可见光波

长 !这样就可以解决不需要滤光膜或是背光源，通过

调节液晶盒中的场强实现胆甾相液晶全色显示 ! 本

文到此为止已经在理论上证实：共面转换模式下电

场可以改变胆甾相液晶的反射光颜色，不同于以往

只是从实验中观察上述现象 ! 从而为 ./0 显示提供

了理论上的依据 !图 (（’）是忽略锚定情况下场强与

反射带宽之间的关系 !在上述计算参数下，带宽的变

图 ( （&）忽略锚定情况下峰值波长与场强的关系；（’）忽略锚

定情况下带宽与场强的关系

化范围为 12*(—"))*$ ,-，变化的幅度为 %"*3 ,-!
图 #（&）是强锚定情况下布拉格反射的峰值波

长与场强之间的关系 ! 反射峰值波长的变化范围为

)##*(—#%(*$ ,-!图 #（’）是强锚定情况下反射带宽

与场强之间的关系 !在上述计算参数下，带宽的范围

为 1#*(—""$*) ,-!
值得注意的是：在强锚定情况下，螺距值只能取

图 ) 中标注的离散值，这是由强锚定条件下螺距的

离散化条件所决定的（见（3"）式）!另一方面，强锚定

情况下、未加电场时的初始螺距值还与胆甾相液晶

的组分有关 !我们认为，在施加电场后，在场强值连

续变化（增加）的情况下，由于受表面强锚定的约束，

液晶内部会发生电致螺旋畸变现象，即每层的液晶

指向矢不再是沿螺旋轴方向均匀扭曲，而是发生部

分液晶层指向矢沿电场方向排列，形成部分场致向

列相，但此时螺距并没有改变 ! 当电压继续增大时，

这种场致向列相的范围会扩大，最后导致螺距从一

个离散值突变为另一个离散值 ! 每个离散螺距对应
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图 ! （"）强锚定情况下布拉格反射峰值波长与场强之间的关系；（#）强锚定情况下布拉格反射带宽与场强之间的关系

表 $ 忽略锚定情况下的计算数据

!%（&%!’） !%(’ " #$ #) $%’’

*+, -.$+/)* *+$$*. $+,!,/ $+,//* .**+*

$+* )$,+0*1 *+)$0, $+,1** $+,,$1 .**+*

$+, $-.+0!. *+.).$ $+/$-- $+,)1* .**+$

)+* $*!+1*, *+-))$ $+/-00 $+-10. .**+-

)+, 0/+.)- *+,$-, $+/1.0 $+-/$* .**+1

.+* !$+1./ *+,11. $+!,*) $+-$0, .*$+1

.+, /$+//* *+/!/. $+0$1/ $+.!$0 .*.+,

-+* ,.+1,) *+!-,* $+1*.! $+.))- .*/+$

-+, -!+1,0 *+0*,! )+**// $+)!$) .$*+$

,+* -.+$/) *+0,0, )+$..0 $+)$1) .$/+.

,+) -$+,*) *+0!!/ )+$1-- $+$10) .$1+!

,+- .1+1/, *+01,- )+)/$$ $+$!!. .).+!

,+/ .0+,.! *+1$)$ )+..// $+$,/- .)0+,

,+0 .!+)*0 *+1)!! )+-))1 $+$.,, ..-+,

/+* .,+1/0 *+1-)$ )+,).) $+$$-0 .-)+*

/+) .-+0*0 *+1,,- )+/-)! $+*1-$ .,$+,

/+- ..+!)* *+1/!/ )+!1$- $+*!., ./-+.

/+/ .)+/10 *+1!0! )+11$. $+*,)0 .0)+0

/+0 .$+!.! *+100, .+)0!0 $+*.)$ -$)+,

!+* .*+0.* *+11/0 .+1$/! $+*$*1 -0$+-

特定的场强范围 2 图 ! 中的离散的场强值可以看作

是这些特定场强范围的“中心”2 这些特定的场强值

对应的态可以看作为热力学系统中的平衡态，即自

由能最小态 2对应的螺距可以作为表征这一平衡态

的物理参数 2在平衡态时，系统的宏观性质不随时间

发生改变，因此可以用本文阐述的理论模型计算它

的反射峰值波长及反射带宽 2当场强取其他值时，胆

甾相液晶系统处于非平衡状态，自由能也不一定最

小 2此时描述系统内部的变化变得非常复杂，详细讨

论已超出本文范围 2

表 ) 强锚定情况下的计算数据

% $%(’ " #$ #) !%(’ !%（&%!’）

$1 .$,+0 *+0,,) )+$)-- $+)))! -+.-)) -+1!

$0 ...+. *+1)-1 )+-*/$ $+$.1- -+*)/. ,+./

$! .,)+1 *+1,/0 )+/,!- $+*1$0 .+!)!. ,+!1

$/ .!,+* *+1!-! )+1*0! $+*/*- .+,,,. /+*!

$, -**+* *+10,) .+$//* $+*.1. .+--!- /+)/

$- -)0+, *+11$/ .+--$0 $+*)-/ .+.!)* /+-*

$. -/$+, *+11,- .+!.0* $+*$-1 .+..*- /+-0

$) ,**+* *+11!! -+*0$. $+**0) .+)110 /+,-

- + 结 论

本文已经详细阐述一种理论模型，得到了施加

电场前后胆甾相液晶螺距与电场强度之间的解析关

系 2利用琼斯矩阵法结合 3"45"# 软件计算了光正入

射情况下未加电场时胆甾相液晶的反射特性 2 结果

表明，理论计算结果与相关文献中的结论非常符

合［$/］2同时计算了施加电场情况下胆甾相液晶的反

射特性 2计算过程中分忽略锚定和强锚定两种情况

进行探讨 2基于上述的理论模型，研究了 678 模式下

反射峰与外加电场的关系，推导了反射谱宽度随外

加电场的变化特性 2
在忽略锚定和强锚定两种情况下，利用热力学

上的自由能最小条件证实了电场调谐胆甾相液晶的

螺距 $ 的可能性 2 我们得出的结论是：当忽略锚定

时螺距是可以连续变化的，利用电场调谐胆甾相液
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晶的反射光颜色是完全可能的 !在强锚定情况下，基

板处指向矢不随电场变化，胆甾相液晶的螺距只能

取一系列的离散值 !当施加横向电场、并且场强连续

变化时，由于电致螺旋畸变效应，螺距有可能从一个

离散值转变为另一个离散值 !详细的转变过程还需

要理论与实验上的进一步研究 !对于实际的锚定强

度为有限值的弱锚定情况，我们初步考察发现，利用

"#$%&%’(#$)*+#, 公式［-.—/-］，在系统自由能中引进表

面锚定能密度项，可以讨论表面锚定强度对胆甾相

液晶电控螺距及反射光颜色的影响 !这一工作目前

尚在进行中 !本文得出的结论对研究新型的胆甾相

液晶反射式彩色显示［.—--］具有理论指导意义 !

［-］ 01#&2,#3451#, 6 -../ !"#$"% &’()*+,) （ 748 9),5： 0#:;,%2<4

=&%>4,3%?@ (,433）

［/］ A* B，A* C，9#&< D E -..F - G .//, ! 01() ! !" -.HF
［H］ 6? ! I)1& J D，C,%?K J I，L* M I，9#&< D E -..N 01() ! 234 ! O

#$ --.-
［P］ 61# 9 Q，C*1 Q 9 R ，S*#&< 9 L，L%#) 0 0 /TTN 0’5& ! 56 7089

#%&$ H.
［N］ 01#,% E，"#&5%& 0 B，I)1&3)& D B，U+#&?)& V 7，0#$*,3) " R

/TTW .//, ! 01() ! !3** ! !! TPHNT/
［W］ B4@4, " U -.WF .//, ! 01() ! !3** ! $’ /F-
［X］ E#1& C I -.XT 01() ! 234 ! ,3** ! ’& /T.
［F］ L% M，D43#% (，Q5%&3 "，Y4&?)*,%3 R，Y)+)3Z14&5) D /TT/ 0’5& !

56 7089 &(#! X
［.］ 6*& 9 U，M1#&< M D，B# S B，M1* A 9，J* 6 V /TTH - ! .//, !

01() ! )" H./T
［-T］ L* " U，R4 M U，S)&< [，J* 6 V /TTX - ! :")/,+( ;3&1<5, " -N

［--］ R4 M U，M1* A 9，J* V A，J* 6 V /TTW - ! :")/,+( ;3&1<5, ’ --P
［-/］ D4 R4&&43 ( R，(,)3? I -..H ;13 /1()"&) 56 ,"#$"% &’()*+,)（748

9),5：\]^),2 =&%>4,3%?@ (,433）

［-H］ 941 (，R* 0 -... =/*"&) 56 ,"#$"% &’()*+, %")/,+()（748 9),5：Q

J%++@ _&?4,3Z%4&Z4 $*;+%Z#?%)&）

［-P］ A%#&@* S，C#,%3 6，0,#8^),2 R ( /TTP .//, ! =/* ! &" NTTW
［-N］ 0):$%+4, <,)*$ )^ ?14 4++%$34 %&?4<,#+ ?#;+4 -.X. 93,,"/)3 "<*3>’+,

*+?,3（U4%‘%&<：01%&# :#Z1%&4 $,433）（%& 01%&434）［椭圆积分表

编写小组 -.X. 椭圆积分表（北京：机械工业出版社）］

［-W］ 9#&< D E，B% A D /TTT - ! 01() ! D：.//, ! 01() ! "" WX/
［-X］ 6*<%:*,# Q，\*@#&< M 0 -..N 01() ! 234 ! O #$ XFP
［-F］ 6*<%:*,# Q，L*Z51*,3? R "，\*@#&< M 0 -..N 01() ! 234 ! O #’

WF-
［-.］ "#$%&% Q，(#$)*+#, B -.W. - ! 01() ! @5,,5# !（(#,%3），"* 0P’NP
［/T］ I4,):4 U -..- 23/ ! 0’5> ! 01() ! #& H.-
［/-］ 9#&< R，61% I，L%#&< 9 /TTT !"# ! @’()* ! ’% FXN
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