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通过对一个五维超混沌系统施加平移变换、镜像映射和滞回切换操作，将多翼混沌吸引子结构由双翼倍增为四

翼 )施加 ! * (次相似操作可以得到 "! 翼的超混沌吸引子 )设计了一个简单的电路实现吸引子翼数量的倍增 )该方法
在保留了系统原有超混沌特性的基础上，增加了吸引子的拓扑结构复杂性，使之更适合保密通信等领域的应用 )
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( < 引 言

近年来，混沌由于其在电子、通信、系统控制等

领域的广阔应用前景而得到广泛关注和深入研究 )
尤其是混沌信号可以当作保密通信中的加密信号使

用，对产生复杂混沌吸引子的信号发生器方面的研

究引起了人们的极大兴趣 )利用混沌反控制技术，设
计超混沌系统或构造具有多涡卷或多翼拓扑结构的

吸引子成为研究的一个热点 )
设计超混沌系统的方法主要有状态反馈［(—((］、

近似时滞状态反馈［("］、外部驱动［(=］、切换控制［($，(&］

等 )目前在构造超混沌系统方面并没有系统的设计
方案，一般均采用仿真计算来发现和验证超混沌吸

引子的存在 )在增加混沌吸引子的拓扑结构复杂性
方面，分为两个方向 )一是利用 >?82系统的结构特
点（可以把吸引子分为涡卷区和键波区两部分），通

过构造不同的非线性函数在系统中产生动力学行为

更为复杂的多涡卷混沌吸引子［(#］以满足工程需要，

其中主要包括利用分段线性函数［(-，(5］、阶梯波［(’］等

方法 )目前构造多涡卷吸引子已经具备完善的理论
体系和方法 )二是在双翼 ,;@ABC系统族基础上，对微
分方程做些许调整，得到四翼吸引子［"%—""］)或增加
非线性项，或加入状态反馈，构造出了具有三翼或四

翼的吸引子［"=—"#］)这些方法均采用二次项或三次项
的连续光滑函数，构造出的混沌系统也是光滑连续自

治系统 )其构造过程主要依赖系统仿真发现 )在分析
了一类具有相似方程的超混沌系统的基础上，利用坐

标变换方法［"-］构造了一类具有四翼结构的超混沌吸

引子 )该方法的主要缺点是通用性不够强，不能用于
构造多于四翼结构的吸引子 )通过将 ,;@ABC系统族中
的乘积项替换为分段二次函数［"5］，系统可以产生 "!
翼的吸引子，或利用分段二次函数和阶梯函数在

D?313C80E;@3;F2系统中产生 ! G "翼的吸引子［"’］)
本文在一个双翼超混沌系统的基础上，依次通

过施加平移变换、镜面映射和滞回切换将超混沌吸

引子由两个翼的结构变换为四翼的拓扑结构 )重复
施加 ! * (次相似操作，可以构造出具有 "! 翼的超

混沌吸引子 )由超混沌特性和多翼（多涡卷）结构结
合而成的混沌吸引子将具有更大的实际应用价值 )

" < 系统构造

以文献［-］中的下列系统为例：
#·H * (%# I (%$ I %，

$·H "5# * #& * $ * ’，

&·H #$ * 5
= &，

%·H * #& I (( %，

’·H (" $ )

（(）

当 (( H "，(" H 5时，系统产生如图 (所示具有 =个正

,J278B;K指数的超混沌吸引子，该吸引子为双翼结构 )
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图 ! 系统（!）的吸引子相图 （"）!#"，（$）!##

将系统（!）的 ! 变量替换为 ! % !&，得新方程为

"·’ ( !)" % !)# % $，

#·’ &*" ( "（ ! % !&）( # ( %，

!·’ "# ( *
+（ ! % !&）， （&）

$·’ ( "（ ! % !&）% &$，

%·’ *# ,
这等效于将吸引子在 ! 轴方向向下平移，使得

吸引子的轨迹有很小一部分穿越 ! ’ )平面，如图 &
所示 ,

图 & 系统（&）的吸引子相图 （"）!#"，（$）!##

对系统（&）再做镜像映射，将 !变量替换为 - ! -，得
"·’ ( !)" % !)# % $，

#·’ &*" ( "（ - ! - % !&）( # ( %，

!·’ ./01（ !） "# ( *
+（ - ! - % !&( )），

$·’ ( "（ - ! - % !&）% &$，

%·’ *# ,

（+）

其中 ./01（ !）为 ! 变量的符号函数 ,系统（+）可以产

生如图 +所示的四翼吸引子 ,
分析吸引子轨迹在 ! ’ )平面附近的变化趋势，

当 !!)时，

!·’ ./01（ !） "# ( *
+（ - ! - % !&( )）

’
"# ( +& ( *

+ ! （ ! 2 )），

(（"# ( +&）( *
+ ! （ ! 3 )）{ ,

（4）
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图 ! 系统（!）的吸引子相图 （"）!#"，（$）!##

设 $（ %）% "# & !’，解方程（(）得

!（ %）% )& *
! %（+!

%

,
$（ %）)

*
! &’& - !,）. （/）

显然 )& *
! %恒大于零，但 $（ %）可正可负 .下面分析 $

（ %）的符号对轨迹的影响 .（0）当 $（ %）1 , 时，此时
在 ! 1 ,区域，!（ %）会随着时间延续而增大，亦即会
远离 ! % ,平面；在 ! 2 ,区域，!（ %）会随着时间延续
而减小，同样也会远离 ! % , 平面 .（’）当 $（ %）2 ,
时，此时在 ! 1 ,区域，!（ %）会随着时间延续而减小，
亦即会接近或越过 ! % ,平面；在 ! 2 ,区域，!（ %）会
随着时间延续而增加，同样也会接近或越过 ! % ,平
面 .所以吸引子轨迹在接近 ! % ,平面时，如果 $（ %）
2 ,，则会在 ! % ,平面附近持续一段时间，演化出一
条接近直线状态的微弱振荡曲线 .
系统（!）在 ! % ,平面处的局部子系统为

"·% & 0," - 0,# - &，

#·% 03" & # & (，

&·% & 0’" - ’&，

(·% *# .

（3）

显然，系统（3）只有一个平衡点（,，,，,，,，,），其子系
统的 4"56$7矩阵为常数矩阵 .

! %

& 0, 0, 0 ,
03 & 0 , & 0
& 0’ , ’ ,
, * , ,

. （8）

矩阵 ! 的特征值和特征向量如表 0所列 .
由于有三个特征值大于零，一个特征值小于零，

表 0 系统（3）的 4"56$7矩阵的特征值和特征向量

特征值 对应的特征向量（ "，#，&，(）

& 0*9!**( （,93/*8，& ,9/:0!，,9!*88，,9’/8!）

39,:8/ （ & ,9’’3:，& ,9(!08，,933((，& ,9/33!）

,90*!8 （,9,/:,，,9,’00，,9!*:8，,9:0**）

!90,8’ （ & ,9,8*/，& ,90**,，,9*/0,，& ,9(*(0）

所以平衡点为不稳定的鞍点 .从表 0可以看出，对应
正特征值的特征向量，其 " 和 # 的符号均相同，对应
负特征值的特征向量，其 " 和 # 的符号相反 .所以从
"## 平面的任一点（平衡点除外）出发，经过一段时
间演化后必然走向发散方向（ " 和 # 的符号相同的
方向），此时 " 和 # 符号相同，故其二者乘积往正方
向增大，最终会导致 $（ %）1 ,.一旦 $（ %）1 ,，轨迹将
跳出 ! % ,平面附近的微弱振荡曲线，进入吸引子的
正常轨迹 .
为了使得吸引子轨迹能很快走出 ! % ,平面附

近微弱振荡曲线，可以将系统（!）中的 ;7<=（ !）替换
为具有滞回特性的符号函数

)（ !）%
0 （ ! " 0），
& 0 （ ! "& 0）{ .

（*）

新系统为

"·% & 0," - 0,# - &，

#·% ’*" & "（ > ! > - 0’）& # & (，

!·% )（ !） "# & *
!（ > ! > - 0’( )），

&·% & "（ > ! > - 0’）- ’&，

(·% *# .

（:）

其吸引子相图如图 (所示 .
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图 ! 系统（"）的吸引子相图 （#）!$"，（%）!$#

图 & 系统（’(）的吸引子相图 （#）!$"，（%）!$#

显然，加入了滞回符号切换后，! ) (平面附近

的轨迹在做几次滞回切换后就进入上或下吸引子轨

迹中 * 由于平移变换和镜像映射不更改系统的

+#,-%.矩阵，如果初始系统为超混沌系统，则结果系

统将仍然是超混沌系统 *继续对 " 变量施加平移变

换、镜像映射和滞回切换，得

"·) $（"）（/ ’(（ 0 " 0 / 1(）2 ’(# 2 %），

#·) 13（ 0 " 0 / 1(）/（ 0 " 0 / 1(）（ 0 ! 0 2 ’1）/ # / &，

!·) $（ !）（ 0 " 0 / 1(）# / 3
4（ 0 ! 0 2 ’1( )），（’(）

%·) /（ 0 " 0 / 1(）（ 0 ! 0 2 ’1）2 1%，

&·) 3# *

系统（’(）可以产生 3翼超混沌吸引子，如图 &所示 *
显然，对系统施加平移变换、镜像映射和滞回切换

’ / ’次，可以产生 1’ 翼的超混沌吸引子 *

4 5 电路实验

为了验证 1’ 翼超混沌吸引子的存在，在此设

计一个模拟电路 *在原混沌电路［6］的基础上，需要添
加两个主要模块 *（’）绝对值加偏移电路，即 0 " 0 2
7，使用精密整流电路作为绝对值求解电路，使用运
算放大器加法电路完成偏移运算 *此电路比较简单
（只需要 4 个运算放大器即可），所以电路图省略 *
（1）滞回变量符号乘积电路，即 $（ "）(（ "，#，!，%，
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图 ! 滞回变量符号乘积电路

!），在文献［"#］中符号乘积电路采用运算放大构造
的反向器从 " 中得到 $ "，并通过比较器输出的控制
信号控制模拟开关 %&’()*选择 $ " 和 " 中的一个 +

图 , 系统（-）电路实现

本文采用如图 !所示电路，将滞回特性和符号乘积
统一在一个简单电路中 +由 ./#-#构成的滞回电压
比较器输出变量 # 的符号电压，控制 0型场效应晶
体管 1导通或截止（# 2 (，则 1导通，./#*’工作于
反向器状态；# 3 (，则 1截止，./#*’工作于跟随器

状态），&的作用为防止在 1的漏极上产生正压影响
反向器的虚地电压 +
为使电路简明起见，在此只实现系统（-）的电路

设计 +使用运算放大器完成加减法和积分运算，使用
4&!##完成乘法运算，如图 ,5 同原混沌电路［,］相
比，图 ,只增加了虚线框中的部分 +将 $ 变量对应电
路中的加法部分和积分部分中间的连接断开，加入

滞回变量符号乘积电路 %（ $）"；将 $ 变量通过绝对
值加偏移电路得到 6 $ 6 7 (5!，并将 6 $ 6 7 (5!替换原
先所有出现 $ 变量的地方 +示波器记录混沌电路的
波形，得到图 8所示的四翼超混沌吸引子相图 +
从图 8给出的结果可知，四翼超混沌吸引子是

可以用模拟电路实现的 +

’ 5 结 论

通过对一个连续光滑超混沌系统的方程进行平

移变换、镜像映射和滞回切换，将超混沌系统的吸引

子由原先简单的双翼结构转变为具有四个翼的复杂

结构，对系统施加 & $ "次相似变换后，可以产生 *&

翼的超混沌吸引子 +其优点是不需要给系统增加乘
积项 +在电路实现方面，只需要在原系统基础上增加
两个简单模块（绝对值加偏移模块和滞回变量符号

#’"8"*期 胡国四：超混沌吸引子的翼倍增方案



图 ! 四翼超混沌吸引子示波器相图 （"）!# "，（$）## "

乘积模块）即可完成，电路方案十分简单，实现吸引

子的翼倍增只需要在原系统上增加 %个运算放大器
和 &个电压比较器 ’该 ($ 翼吸引子设计方法也可以

用于其他连续光滑超混沌系统或 )*+"系统中，这为
保密通信领域提供了更好的混沌信号发生器的选择

方案 ’
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-+LYL)期 胡国四：超混沌吸引子的翼倍增方案


