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发展了一套高精度、高效率的伪谱方法，以非微扰的方式求解真实原子三维含时 *+,-./0123- 方程 4该方法选用

二阶劈裂算符作为时间演化算子，分别选择能谱表象和坐标表象作为含时波函数演化的两个表象 4在坐标表象下

波函数的径向部分使用库仑波函数离散变量表象来离散；角向波函数展开在两维的 567889:3231/-39;<7-03- 格点上 4
以 = 原子的光激发和光电离过程为例，进行了数值计算并和解析解进行了比对 4结果表明二者符合很好 4该方法很

好地处理了库仑奇点问题 4还计算了强激光辐照 = 原子的多光子电离过程，并和其他的数值方案进行了比较 4结果

表明，在计算收敛的前提下本方法计算效率更高 4
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! J 引 言

激光与原子、分子相互作用的研究是个非常具

有吸引力的领域［!—)］4将强激光聚焦于气体靶上，观

察到了许多新的强场物理现象，如阈上电离［>］、高次

谐波发射［A］、电离抑制［&］等 4面对新的强场原子物理

现象，传统微扰的理论处理方法已不能给出定性的

令人满意的结果，这就需要在理论上谋求新的非微

扰方案来处理强场物理问题 4诸如 ;E<K73L 理论［%］、*
矩阵理论［’］、含时密度泛函理论［!$］、直接求解含时

*+,-./0123- 方程（MN*C）［!!—!)］等非微扰的理论方法

在该领域都得到了广泛的应用 4
从理论研究的角度看，通过直接非微扰求解外

场作用下 MN*C，是研究这些强场物理问题的一种非

常直截了当的方法 4其优点在于：（!）对激光脉冲的

形状没有任何限制，因此可以通过该方法来考察不

同的脉冲形状对物理结果的影响，尤其适合研究超

短脉冲与原子相互作用 4（#）从第一性原理出发，不

依赖于具体的动力学机制，因而该方案具有很强的

普适性 4
利用直接求解 MN*C 的方法，人们解释和预测

了许多奇特的强场物理现象［!>］4不过该方法的缺点

是计算量很大，尤其是对于真实的三维体系而言 4例
如，为了考虑库仑势长程作用的影响，需要在很大的

坐标空间设置积分的网格点；而由于存在库仑奇点，

网格点在近核区的分布必须足够密 4为了高精度地

描述库仑相互作用，即使是采用一般的非均匀网格，

所需网格点的数目依然很可观 4直至目前，即便人们

使用强大的超级计算机通过直接数值积分求解多维

MN*C，也仅能模拟两个电子的真实原子［!A］4 如何提

高求解 MN*C 的精度和效率是当前强场原子物理理

论研究的重要方向之一 4
在通过直接求解 MN*C 研究强场问题时，人们

经常采用降低空间维数和使用软化库仑势或者其他

模型势等方式来减少计算量［!&］4该策略侧重点是定

性地或半定量地理解强场物理的基本机制和规律 4
其优点是显而易见的，极大地降低了计算难度 4不过

真实系统的三维动力学问题并非一维或者二维问题

的简单延拓 4另一方面，不同的软化库仑参数可能导

致不同的模拟结果［!%］4 换言之，由于维数的降低以

及模型势的使用，损失了部分信息 4所以，为了精确

定量 地 模 拟 真 实 的 物 理 系 统，应 当 求 解 全 维 的

MN*C，并且正确处理库仑奇点问题［!(，!)，!’］4
#$$# 年，N71836L, 等提出了库仑波函数离散变

量表象（@ONPQ）［#$］方法 4该方法不但继承了一般离
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散变量表象（!"#）方法的优点，大大简化了哈密顿

矩阵元的计算，而且还可以自然地处理库仑奇点问

题 $在此基础上，本文发展了一套高精度、高效率的

伪谱方法求解三维 %!&’，选用二阶劈裂算符［()，((］作

为时间演化算子，分别选择能谱表象和坐标表象作

为含时波函数演化的两个表象 $在坐标表象下，波函

数的径向部分使用 *+!"# 来离散，角向波函数展

开在二维的 ,-.//012324562078.6926［(:，(;］格点上 $我们

注意到文献［):］中也使用了 *+!"# 离散径向波函

数 $两个方案的差别主要是用于波包时间演化的技

术不同和对角向波函数的处理不同 $本文使用了劈

裂算符技术，文献［):］使用了 <648=59>1-4?@8/ 方法；

本文将角向波函数展开在二 维 的 ,-.//0123245620
78.6926 格点上，文献［):］直接将波函数展开在球谐

函数上，当需要考虑较多角向分波的时候，其计算效

率将明显下降［);］$
为了检验我们的方法在低能极限条件下的数值

精度，本文首先将该非微扰求解三维 %!&’ 的方法

应用于单光子激发与光电离的计算并与解析解进行

比较 $作为另外一个例子，本文还计算了强激光辐照

A 原子的多光子电离过程，并和其他的数值方案进

行了比较 $

( B 理论方法

基于单电子近似，在非相对论的框架下采用长

度规 范 描 述 原 子 体 系 和 激 光 场 相 互 作 用 的 三 维

%!&’ 可以表述如下（如无特殊声明，本文一律采用

原子单位）：

9 !
!!!（ !，!）C［ "#D（ !）E "$（ !，!）］!（ !，!），（)）

其中

"#D（ !）C F )
(

"

( E $?（ !）$ （(）

（(）式表示无外场作用时，系统不含时部分的零阶哈

密顿量 $它包括动能算符以及电子和原子实间的具

有球对称性的有效势 $?（ !），

"$（ !，!）C $-（ !）E $"（ !，!）$ （:）

这里 $-（ !）可以用于表示活动电子和原子实间非球

对称性的有效势 $本文中考虑 A 原子和外场的相互

作用，选取 $-（ !）C D$ $"（ !，!）用于描述激光场和活

动电子的相互作用 $因为在较大的激光场参数范围

内，偶极近似的条件都能得到满足，所以在本文中一

律采用偶极近似，

$"（ !，!）C F "（ %）·!（ !）$ （;）

这里 "（ %）表示偶极矩，!（ !）表示激光的电场 $
假设已知初始时刻的体系波函数!（ ! C D），采

用二阶劈裂算符时间演化方法求解方程（)）可以得

到每一个时间网格点上的波函数为

!（ ! E"!）C 2F9 "#D"!>( 2F 9 "$（ !E"!>(）"! 2F9 "#D"!>(!（ !）$（G）

这里分别选择能谱表象和坐标表象来演算指数算符

2F 9 "#D"!>(和 2F 9 "$（ ! E"!>(）"! 对波函数的作用 $
能谱表象的基函数选为有限个平方可积的、不

含时的、系统零阶哈密顿量 "#D 的本征波函数 $含时

的波函数!（ !）可以展开为

!（ !）C !
&’(
!

&#
&’(（ !） &’(〉$ （H）

在坐标表象下，将能谱的本征波函数 &’(〉的具体

形式表述如下：

&’(〉C )
("#

)&’（ %）
% I’(（?8/#）29($， （J）

其中 I’(（?8/#）是归一化的连带勒让德函数，)&’（ %）
是约化的径向 &?K6L594326 方程的本征函数，

F )
(

5(

5 %( E $?（ %）E ’（ ’ E )）

( %[ ]( )&’（ %）

C *&’)&’（ %）$ （M）

所以

2F9 "#D"!>(
!（ !，!）C !

&’(
2F9*&’"!>(!

&#
&’(（ !） &’(〉$（N）

在坐标表象中，将波函数展开在三维格点上

!（ !）C !
%&’
!

*#
%&’

（ !）%〉&〉’〉$ （)D）

这里 %〉，&〉和 ’〉分别是坐标 %，#和$的本征函

数，相应的本征值为 %%，#& 和$’ $所以

2F9 "$（ !，!E"!>(）"!
!（ !）

C!
%&’

2F9$%&’（ !E"!>(）"!
!

+,
%&’

（ !）%〉&〉’〉$ （))）

这里利用了在坐标表象下相互作用 "$（ !，!）是对角

矩阵的性质，矩阵元 $%&’（ !）C $（ %%，#&，$’，!）$同文

献［()，((］一样，方位角$的运动可以展开在基函

数 (〉C 29($> ("#上 $ 那么坐标表象和能谱表象间

相应的转换矩阵元(’(可以定义如下：

(’( C )
-" $

29($’ $

这里 -$是方位角的网格点数目，$’ C (’#>-$，’ C
D，)，(，⋯，-$F )B

同样，极角#的运动可以展开在谱的基函数

I’(〉上 $相应的谱的重叠积分〈I’( I’O( 〉可以通过

,-.//012324562 积分来计算，即
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〈!!" !!""〉# !
#!

!# $

""!!!"（%&’#!）!!""（%&’#!），（$(）

这里，#!是极角#的网格点数目；%&’#! 和""! 分别

是 )*+’’,-./.012. 积分的网格点和积分权重 3那么坐

标表象和能谱表象间相应的转换矩阵元$"
!!

可以定

义如下：

$"
!! # "

—

# !!!"（%&’#!）3 （$4）

为了精确而且有效地描述库仑长程相互作用，

本文使用正能的库仑波函数 $（ %）来构造 567 表

象［$8，(9］3 $（ %）满足如下方程：

: $
(

1(

1 %( : &
% ; !（ ! ; $）

( %[ ]( $（ %）#%$（ %）3（$8）

这里，%，& 和 ! 分别表示参考体系的能量、核电荷数

和角动量 3实际上，针对不同 ’%（ !），需要调节不同

的%，& 和 ! 值，使得构造的 567 基矢为最优 3%决

定了远区网格点的分布和所能表示的最大的能量范

围 3 & 影响近核区网格点的分布密度 3 在我们的计

算中，取 ! # 9<
在坐标表象下，径向波函数的 567 基矢可以通

过库仑波函数构造如下：

&（ %）〉# $
"# &

$
$"（ %&）

$（ %）
% : %&

3 （$=）

这里"& #">((
&，%& 是 $（ %）的第&个简单零点，&&$

$"（ %）? % # %&
3

在 @A567 中，方程（B）约化的径向哈密顿矩阵

元可以简化为

)!
9&&" #’&& {" :

*&
C(&

; ’!
%（ %& }）

;（: $）&;&"（$ :’&&" ）
$

（ %& : %&" ）( 3（$C）

这里

’!
%（ %）# ’%（ %）; !（ ! ; $）

( %( 3

将 @A567 下的哈密顿矩阵对角化，得到的本

征值定义成伪谱的能量，相应的本征矢量 +!
&, 定义

成 @A567 和能谱表象间相应的转换矩阵

-,!（ %）# !
&

+!
&, &〉3 （$D）

在实际的计算中，方程（=）可以表示成如下的

形式：

(
E7（ . ;#.）# .:F /)9#.>( " ; .: F /’（ .;#.>(）#.".:F /)9#.>(

(
E7（ .）3
（$B）

这里 "&!)，,!" #*)"$
"
!!+

!
&, 是能谱表象到坐标表象的三

维变换矩阵 3两个表象的变换是整个求解过程中最

耗机时的部分 3在我们的方案中，总的计算量近似正

比于 # 2 #$#%（# 2 ; #$ ; GH#%）3

4 < 结果与分析

!"#" $%&’(网格点的分布以及空间三维波函数的

精度

根据不同的应用目的，优化 @A567 非均匀网

格点，可以使计算效率得以提高 3 @A567 网格点的

分布可以通过+# (#%和,# & >+两个参数进行调

节 3+决定了远区 @A567 网格点的分布和该网格

所能表示的最大能量 3,影响近核区的网格点分布

密度 3 表 $ 比 较 了 不 同 的 库 仑 波 函 数 参 数 下，

@A567 网格点的分布情况 3表 $ 中最大的网格点的

值 %I*J%(99；参数+的取值范围为 9<=—8<9；,的取

值为 : $C 和 : (=3由此可以看到，,值的大小决定了

近核区网格点的分布情况 3,越大，第一个网格点 %$
的值越小，即近核区的网格点分布越密；但随着+
的增大，%$ 的值基本不变 3+的值主要决定了远区网

格点的分布情况 3 随着+的增大，远区的网格点分

布趋于密集且趋于等步长分布 3

表 $ 不同的库仑波函数参数下 @A567 网格点分布的比较

+ 9<= $<9 (<9 8<9

,# : $C # =9 BC $=4 (B4

%$ 9<((K$4 9<$$8=D 9<9=D(B 9<9(BC8

%# (99<8=9 (9(<C4D (9$<(($ (99<99(

#%（$） 9<B4DB( 9<=C=== 9<4=4C4C 9<(D4DK

#%（$=） (<C4D== $<D=BCC $<9KB( 9<C4(B9D

#%（=9） 8<$(4$B (<88=K8 $<4C=(K 9<D(K=$B

#%（(99） =<8C$$C (<K$B9D $<=$$C4 9<DD9$(

,# : (= # =D K8 $C4 (KC

%$ 9<$8CD8B 9<9D44D 9<94CCK 9<9$B48

%# (99<$$9 (99<(D$ (99<($D (99<4(8

#%（$） 9<=899D 9<8C$KC 9<4(4== 9<(9=B(B

#%（$=） (<(BCK= $<=4CDD 9<K=B(C 9<=DK9K

#%（=9） 4<CCKCC (<((CCD $<(B=4B 9<D9(9B$

#%（(99） =<$$KC$ (<B9B4( $<8B9D8 9<DC$K8(

注：#%（ %）代表最接近 % 点处两个网格点的差值

通过计算物理上感兴趣的多极矩矩阵元，可以

严格测试波函数表示在格点上的精度 3表 ( 给出了

L 原子的能量本征值以及期望值〈 %0 〉与解析解比较

(B$B 物 理 学 报 =B 卷



的相对偏差 !这里选取的库仑参数为! " # $%，""
&；径向网格点数目为 $%’（ !()*!+,%-./）! 以下用于

计算 0 原子多光子电离速率的参数基本与此相当 !
在这组参数下，能量本征值的数值结果与解析值的

偏差随着 " 的增大而增加 ! 当 " 1 , 时两者的偏差

小于 .-/ 2 +’# +&，基本接近双精度的机器精度 !类似

地，多极矩数值结果与解析值的偏差也随着 " 的增

大而增加 !相比较而言，〈 !# " 3 $〉的偏差大于〈 !# " 3 +〉

的偏差；〈 !# " 3 +〉的偏差又大于能量本征值 $"% 的偏

差 !当 " 1 % 时两者的偏差小于 &-$ 2 +’# +& ! 如果保

持!，"的取值不变，将径向网格点数目增加为 %’’
（ !()*!.%,-45），所有的数值结果与解析值的偏差均

有不同程度的减小 ! 当 " 1 5 时能量本征值的偏差

均小于 $-5 2 +’# +&，多极矩的偏差均小于 5 2 +’# +& !
这说明保持库仑参数不变，随着网格点的增加，数值

的结果单调逼近解析值 !
如果选取的库仑参数为!" # $%，"" +-’，径向

的网格点数目为 $%’（ !()*!,,+-%’），则当 "〈+. 时能

量本征值的偏差均小于 +-4 2 +’# +&，多极矩的偏差

均小于 /-$ 2 +’# +&，但所能表示的最大能量缩减为

+-’ !一般而言，描述同样大小的空间范围，6789:
的网 格 点 数 目 是 均 匀 的 有 限 差 分 网 格 点 数 目 的

+;.—+;+’ !例如，使用均匀网格描述库仑势，空间范

围取 $’’，网格点数取 +,.4&- 由于库仑奇点，+< 的能

级位置的精度仅为 +’# , !
综上所述，仅需较少的网格点波函数便可以在

6789: 基 矢 上 高 精 度 地 表 示 出 来 ! 由 于 构 造

6789: 时使用了正能态的库仑波函数，所以库仑奇

点问题得到了自然的描述 !此外，根据不同的应用目

的灵活地优化 6789: 的参数，可以提高计算效率 !

表 $ 不同的 " 和 %，数值能量本征值 $" % 以及 !# 的期望值〈 !#〉与解析值的相对偏差

" % !$"% !〈 ! # $〉 !〈 ! # +〉 !〈 !〉 !〈 !$〉

+ ’ # 4-%% 2 +’ # +% +-$’ 2 +’ # +& ,-,, 2 +’ # +% # %-4$ 2 +’ # +% # +-$/ 2 +’ # +&

$ ’ /-55 2 +’ # +% $-.+ 2 +’ # +& +-$& 2 +’ # +& # +-+’ 2 +’ # +& # $-’’ 2 +’ # +&

. ’ # +-+, 2 +’ # +& # .-.$ 2 +’ # +& # +-.$ 2 +’ # +& /-$& 2 +’ # +% +-%4 2 +’ # +&

& ’ # .-.+ 2 +’ # +& +-54 2 +’ # +& +-4% 2 +’ # +& # +-4& 2 +’ # +& # &-+, 2 +’ # +&

% ’ .-,& 2 +’ # +& # &-%& 2 +’ # +$ # $-%. 2 +’ # +& # /-&5 2 +’ # +& # .-’’ 2 +’ # +.

, ’ ,-,& 2 +’ # +’ $-.$ 2 +’ # 5 +-.$ 2 +’ # 5 # $-’, 2 +’ # 5 # %-55 2 +’ # 5

/ ’ &-,4 2 +’ # , +-+$ 2 +’ # & ,-,. 2 +’ # % # /-%% 2 +’ # % # +-/4 2 +’ # &

$ + # +-5& 2 +’ # +& # $-’’ 2 +’ # +% +-.. 2 +’ # +% # /-,& 2 +’ # +% # +-5$ 2 +’ # +&

. + # +-’% 2 +’ # +& # .-.4 2 +’ # +& # +-$$ 2 +’ # +& +-&$ 2 +’ # +% # $-,5 2 +’ # +%

& + # $-.% 2 +’ # +& # &-.. 2 +’ # +% +-+. 2 +’ # +& # $-+4 2 +’ # +& # &-,, 2 +’ # +&

% + # +-.4 2 +’ # +% # +-55 2 +’ # +. # /-4+ 2 +’ # +& # +-’4 2 +’ # +& # +-%& 2 +’ # +.

, + %-+% 2 +’ # +’ +-%% 2 +’ # 5 +-’$ 2 +’ # 5 # +-,% 2 +’ # 5 # &-/% 2 +’ # 5

/ + .-4’ 2 +’ # , 4-+, 2 +’ # % %-%& 2 +’ # % # ,-&5 2 +’ # % # +-%& 2 +’ # &

. $ +-$& 2 +’ # +& # &-%. 2 +’ # +& # $-&, 2 +’ # +& $-,+ 2 +’ # +& %-’’ 2 +’ # +&

& $ .-+5 2 +’ # +& 5-5’ 2 +’ # +& .-4. 2 +’ # +& # $-+’ 2 +’ # +& # $-/, 2 +’ # +&

% $ # 4-/+ 2 +’ # +% # .-/4 2 +’ # +% # /-++ 2 +’ # +% # +-5/ 2 +’ # +& # +-+% 2 +’ # +.

, $ .-’& 2 +’ # +’ 4-’. 2 +’ # 4 ,-’, 2 +’ # 4 # +-’& 2 +’ # 5 # .-’% 2 +’ # 5

/ $ $-,, 2 +’ # , ,-+5 2 +’ # % .-5$ 2 +’ # % # &-/+ 2 +’ # % # +-+. 2 +’ # &

& . # &-4. 2 +’ # +& %-+4 2 +’ # +& .-&, 2 +’ # +& # &-5, 2 +’ # +& # +-’5 2 +’ # +.

% . +-&$ 2 +’ # +& # +-,+ 2 +’ # +& +-’4 2 +’ # +& # %-%& 2 +’ # +& # +-%4 2 +’ # +.

, . +-.’ 2 +’ # +’ .-5$ 2 +’ # 4 $-,+ 2 +’ # 4 # &-4. 2 +’ # 4 # +-&4 2 +’ # 5

/ . +-&% 2 +’ # , .-.% 2 +’ # % $-++ 2 +’ # % # $-5+ 2 +’ # % # ,-54 2 +’ # %

% & # &-/& 2 +’ # +& +-.4 2 +’ # +. /-+5 2 +’ # +& # /-$$ 2 +’ # +& # +-&% 2 +’ # +.

, & .-,’ 2 +’ # ++ +-’, 2 +’ # 4 /-.+ 2 +’ # +’ # +-%5 2 +’ # 4 # %-++ 2 +’ # 4

/ & %-4% 2 +’ # / +-.5 2 +’ # % 5-5+ 2 +’ # , # +-.+ 2 +’ # % # .-.. 2 +’ # %

, % &-4$ 2 +’ # +$ +-&& 2 +’ # +’ +-’+ 2 +’ # +’ # $-,’ 2 +’ # +’ # 4-,+ 2 +’ # +’

/ % +-,% 2 +’ # / .-5% 2 +’ # , $-&4 2 +’ # , # &-$% 2 +’ # , # +-+% 2 +’ # %

/ , $-.. 2 +’ # 5 %-&5 2 +’ # / .-,’ 2 +’ # / # /-$5 2 +’ # / # $-$& 2 +’ # ,
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!"#" 弱场下单光子过程的跃迁矩阵元以及光电离

截面

下面讨论在偶极近似下使用含时波包传播方法

计算单光子过程的跃迁矩阵元以及光电离截面 !所
谓的含时波包传播方法是指通过直接求解 "#$% 的

方式得到量子波包在时间、空间演化的所有信息，然

后通过 &’()*+) 变换从中提取相关物理信息的计算

方法 !该方法是一种非微扰的方法，不但适合处理强

场问题也能处理弱场问题 !另外，该方法还能在一次

时间 演 化 计 算 中 把 整 个 通 道 的 所 有 跃 迁 都 计 算

出来 !
单光子激发截面!,%-. 正比于偶极跃迁矩阵元

的模方 ! *，"
/

!,%-. ! ! *，"
/ 0〈"* !"1（2）〉〈"1（2） !"*〉

0〈"* !!（# 3 $%）!"*〉，（45）

这里"* 表示初态，"1（2）表示态归一的束缚态 !利用!
函数的 &’()*+) 积分表示

!（# 3 $%）0 4
/""+*（#3 $%）& 6 & !

根据（45）式有

!*，1
/ 0 4

/""
78

38
〈"* !+*（#3 $%）&!"* 9 6&

0 :*;
’#8

4
/"’<+"

’

=
+*#&〈"（!，& 0 =）"（!，&）〉6[ ]& !

（/=）

这里，"（ !，& 0 =）0 !"*〉0 ! "42〉表示 & 0 = 时刻的

波包，"（ !，&）满足三维的 "#$%，

* #
#&"（ !，&）0 $%>（ !）"（ !，&），

其中，$%>（ !）是 > 原子体系的哈密顿量 !〈"（ !，& 0
=）"（ !，&）〉是自关联函数，通过求解三维 "#$%
得到 !

考虑计算 > 原子从基态 42 跃迁到 ? 通道（ ( 0 4）

的所有末态（包括束缚态和连续态）的跃迁过程 !这里

选取了比较多的计算网格点，) 的网格点个数为

4===；总的演化时间为 4=@，时间格点取 /@/4AA 步 !选
取的库仑参数为#0 3 /==，$0 4B=B 在这组参数设置

下，);CD$/E=@BA，当 * F E= 时能量本征值的偏差均小

于 4BE G 4=3 5，多极矩的偏差均小于 5B5 G 4=3 H !
图 4 展示了自关联函数〈"（ !，=）"（ !，&）〉的

&’()*+) 变换振幅谱 ! 横坐标的值对应末态的能量

#%?，纵坐标是偶极跃迁矩阵元的模方 !42，%?
/ ! #%?

F = 对应着束缚态I束缚态间的跃迁矩阵元；#%? 9 =

对应着束缚态I连续态间的跃迁矩阵元 ! 图 4（J）将

阈值附近的区域进行了放大，从这里可以看到偶极

跃迁矩阵元的模方从阈值处光滑过渡 !这点和量子

亏损理论给出的物理图像是一致的 !

图 4 自关联函数〈"（ !，=）"（ !，&）〉的 &’()*+) 变换振幅谱

（ +）为（,）的局部放大

图 4 中 第 一 个 信 号 峰 的 位 置 在 #%? 0 3
=B4/A55KK，幅值 !42，/?

/ 0 =BLE5EKHH ! 解析的结果

等于 =BLLA5EEB 由图 4 可知，信号峰不是真正的!函

数，包括了一定谱线宽度，这个宽度由总的演化时间

长度来决定 !总的演化时间越长，谱线的宽度越窄，

其结果越接近真正的!函数 !这里谱线的半高宽大

约为 4=3 @ !图 4 中，我们采用快速 &’()*+) 变换（&&"）

算法提取含时波包里面的信息 !而 &&" 的网格点是

均匀网格，不能任意调整，所以一般情况下用于 &&"
的能量网格点和末态的本征值都会存在一定的数值

偏差 !当谱线的宽度很小时，信号峰的幅值对这个偏

差较为敏感，这是导致数值计算结果和解析结果差

异的主要原因 !类似地，图 4 中 #%? F = 的区间至少

还可以观察到 /= 个信号峰，最小的信号峰的幅值在

4=3 L附近 ! 对于本算例，采用 &’()*+) 变换代替 &&"
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来提取信息 !对 "# 个信号峰，令其 !!$等于末态的本

征值，数值结果和解析解的差异均不大于 " % &#’ ( !
对于光电离截面为

")*（#）+ "!"#
" # ,，-

"

+ "!"#
" 〈$, !$-（!）〉〈$-（!） !$,〉，（"&）

也可以通过波包传播的方法计算 !和（&.）式不同之

处在于这里的末态$-（!）使用能量归一 !同理，有

")* +
"!（! ’ !&/）

"

% 0,1
$!2"

$

#
〈$（ !，% + #）$（ !，%）〉3,!% 4 % !

（""）

当光子的能量为 #56 时，数值结果")* + #5&#&，解析

")* + #5&#7 !
从这个例子可以看到，在低能极限条件下，非微

扰的波包传播方法依然保持着较高的计算精度 !此
外，该方法还非常适合研究复杂的外场对原子过程

的影响 !对此，我们将另文阐述 !

!"!"# 原子的多光子电离速率

作为另外一个例子，计算强激光场下 8 原子的

多光子电离速率 !电离概率可以定义为 & *（ %）+ & ’

#
’()
&’() + & ’ #

’() $
9:
’()

"，&’() 是束缚态 ’()〉上的布

居 !假设图 " 中激光的电场强度 ! + #5#&;&，频率%
+ #5<<，激光的包络函数具有如下的形式：

*（ %）+
［& ’ =>/（!% ?&&）］?" （#$ % $&&），

& （&& $ % $&& @&"）{ !
这里，&& 取 < 个光学周期 $A，&" + <# $A ! 为了避免

波函数在边界上的反射，我们在 +%&<# 处设置了吸

收势，其形式同文献［"<，"(］!
图 " 给出了激光场辐照下 8 原子基态以及几

个低激发态的布居随着时间的变化 !从图 " 可以观

察到总的束缚态布居随时间呈#
’()
$

9:
’()

" + 3B$（’

’%）衰变 !基于上述的观察，可以半经验地将’定义

为多光子电离速率 !
表 7 给出了本文计算的多光子电离速率’和

其他高精度计算结果的比较 !从图 7 可以看出，在很

宽的激光参数范围内结果符合很好，尤其是激光的

频率比较高、场强相对较小的情况下符合更好 !如%
+ #5<< 时，各组的数据均有两位以上有效数字的一

致 !从图 "（% + #5<<，,# + 6 % &#&"C?=1"）的结果看，

图 " 当激光的参数"+ #5<<，D + #5#&;&，*# + 6 % &#&" -? ")" 时，

. 原子在线偏振激光场作用下各个束缚态布居随时间的变化

（ /）为（0）的局部放大

只考虑基态布居随时间的变化便可以准确地确定其

电离速率’ + &5;7 % &#&7 /’ & !这种情形下，单光子的

能量很高，可以将电子从 &/ 基态直接电离 ! 是否考

虑更多束缚态的贡献，对结果影响不大 !此外，由于

激光的频率较高、场强相对较小，束缚态上的布居随

激光场振动的幅值较小，也减小了误差 !对于高频而

且场强比较大的情形，由于束缚态的布居在很短的

时间内几乎耗尽，其变化规律不再符合幂指数衰减

的规律，这种半经验确定’的方式不再成立 !
对于低频情况，对应相同的激光场强，低频的’

要比高频的’小很多 !场强同为 ,# + 6 % &#&"C?=1"，

频率% + #5<< 比频率% + #5"E 的电离速率大了将

近 " 个量级 !当激光频率较低的时候，各组的数据有

一位以上有效数字的一致，符合的程度不如高频的

情况 !图 7 为激光的参数% + #5"，,# + ;576< % &#&7

C?=1" 时，8 原子在线偏振激光场作用下各束缚态布

居随时间的变化 5 从图 7 的结果看，如果只考虑基态
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布居随时间的变化不能准确地确定! !这种情形下，

单光子的能量不足以将电子从 "# 基态直接电离 !实
际上，在外场的作用下处于基态的波包有相当大的概

率被激发到各个激发态和连续态 !随着所考虑束缚态

数目的增加，结果逐渐收敛 !此外，束缚态上的布居随

激光场振动的幅值较大，也增加了误差 !

表 $ 不同光强、频率线偏振激光辐照下 % 原子的电离速率!（单位为 #& "）

" !’ ()·*+& , 本文 文献［"$］ 文献［,-］ 文献［,.］ 文献［,/］

’011 -0’’（",） "02$（"$） "02$（"$） "02$（"$） "02$（"$） "02（"$）

’0,. -0’’（",） $0.2（""） $0-$（""） $0-$（""） 20’（""） $0$（""）

20$.（"$） "0$$（"$） "0$$（"$） "0$$（"$） "0$1（"$） "0,（"$）

’0,’ 20$.（"$） $0-3（",） $0-2（",） $0.3（",） 20’（",） ,0.（",）

"0-1（"2） ,0-（"2） ,031（"2） ,0./（"2） ,0-（"2） 20’（"2）

$0/2（"2） 10/（"2） 30"2（"2） 1031（"2） 10’（"2） -0’（"2）

注：表中数值形式 "（ #）表示 " 4 "’#

图 $ 当激光的参数"5 ’0,，!’ 5 20$-1 4 "’"$)(*+, 时，% 原子

在线偏振激光场作用下各个束缚态布居随时间的变化

在表 $ 中文献［"$］也将径向 波 函 数 表 示 在

6)789 基矢上，与它的主要区别在于本文发展的方

法将角向波函数展开在具有直积形式二维 :;<##=
>?@?ABC?=DE<CF?C 格点上，计算量近似正比于 $ C$!$"

（$ C G $"G HI$"）!文献［"$］直接将角向波函数展开

在球谐函数上，计算量近似正比于（$ C$!$"）, (, !当
考虑的分波较多时，在本文的方法计算的效率上更

具有优越性 !文献［,-］是使用 DHEJ<?K 理论计算得到

的结果，仅适用于长脉冲的激光，没有考虑激光的包

络对结果的影响 !对于一定强度的激光，为了精确地

计算其电离速率，激光的包络应当有一个缓慢的上

升，即近似绝热的过程，然后在一个较长时间内保持

其强度不变［"$］! 本文的算例中，均假设激光的包络

有 1 个周期的上升沿；有 1’ 个周期激光的强度保持

不变 ! 文献［,.］在求解 L7MN 的时候使用了复杂的

MK<C+F;A 基矢 !文献［,/］使用均匀网格有限差分的方

法求解 L7MN! 相对于 6)789 方法而言，需要更多

的计算网格点，换言之，计算的效率较低 !总之，本文

发展的伪谱方法在保证计算精度的同时，具有很高

的计算效率 !

2 0 结 论

本文发展了一套高精度的伪谱方法，以求解三

维 L7MN!该理论方案较好地解决了如何自然地描述

库仑奇点的问题，并且有较高的计算效率，为求解更

高维多电子的 L7MN 奠定了基础 !另外，在单电子近

似下，许多强场物理过程（如阈上电离、高次谐波、原

子的电离动力学稳定等）均可以使用该方法进行研

究 !含时波包传播方法还可以研究复杂外场中的光

激发和光电离等碰撞过程，对此我们将另文阐述 !

［"］ )FAK?CO?HBK 6，MPF?H+;AA 6，:?CI?C : ,’’. %&’ ! ()* ! +,-. ! !"

""-
［,］ QC;<#R D ,’’/ %&’ ! ()* ! +,-. ! !# "3$
［$］ SE< M T，9?A U，V;HFAK=Q<CKF : :，W;AIX D 9 ,’’3 +,-. ! %&’ !

/&00 ! $% ,2$’’$

［2］ V;HFAK=Q<CKF : :，SE< M T，VCEYA Z ,’’. 1*’ ! 2,&3 ! +,-. ! #&!

2$
［1］ Z@E#KFAF [，D;IC? D，W;FAOC;X :，[?KFK? :，9;\+;A ] Q "/-/

+,-. ! %&’ ! /&00 ! ’( "",-
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［!］ "#$$%& ’，()*++*#$ , -，-* . "，-/01/$# - ,，’%*23$%& 4，’%2)5

6 7899 ! : "#$% : ; !" -<7
［=］ 4#$5>#2 ? @，’*>>+#0%2 ’ ( 78=! ! : "#$% : ; # AB!7
［9］ 6C) D @，E#+2/F G , AHHI "#$% : &’( : $#% 7
［8］ ;#JK#$ ,，"%*5% " ( ’ AHHB ! : "#$% : ; $& L7
［7H］ ’%$M)#5 ’ , -，4$/55 N O P AHHI )**+ : &’, : "#$% : -#’. : ’’

IA=
［77］ O)+%2Q#$ O 6 789= "#$% : &’, : , $’ IIB
［7A］ ;%)#$ G，O/F%+ R AHH! -/.(+0 : "#$% : -/..+* : "() <8!
［7<］ R#2S - T，D>%$%J# , " AHH! ! : -#’. : "#$% : "!’ 7BI<77
［7I］ U#2S D -，U/) D T，T%2 ? AHH8 -#1* : "#$% : 2’00 : !* HB<AHA
［7B］ ;$%V#J E，O$%)5W " AHHH &’, : 3/4 : "#$% : (! BIB
［7!］ ’#C%$S O ?，R%$K#$ ? D，E%&+/$ O E AHHB ! : "#$% : ; $& A<=
［7=］ X) D，NV#$+& ? ( 7887 "#$% : &’, : , )) B88=

［79］ D>##S 4 - Y，;%$>5JC%> O，;$%& @ AHH< ! : "#$% : ; $* <<AB
［78］ DJC2#*Q#$ ; @，Z&S%%$Q Z AHHI "#$% : &’, : N (% HB!=H!
［AH］ G)25#%>C O，-%)2%$& ?，E#$%/[G)25#%>C ’，’/)$#> - AHHA ! :

"#$% : ; $’ <B<8
［A7］ "#*> ’，"+#JK ? , ?$ 789< ! : -#’. : "#$% : (& <H7
［AA］ "#*> ’，"+#JK ? , ?$，D>#*S#$ , 789A ! : -/.( : "#$% : )( I7A
［A<］ 6/$#& 4 6，-#0/*2# G 788A ! : -#’. : "#$% : #( I77B
［AI］ 6/$#& 4 6，E$/01 ? \ 788B ! : -#’. : "#$% : "%$ 797A
［AB］ 4/2W%+#W[-#W%2% E，L%JKC%0 N ?，’%2/+/1/)+/5 G N AHHI ! :

-#’. : "#$% : "!% AAI=
［A!］ ’%2/+/1/)+/5 G N AHHA ! : -#’. : "#$% : ""( 8BBA
［A=］ 6C) D @，6//1#$ ? 789B "#$% : &’, : , $! A=!8
［A9］ R/2> ’，R$/)+] G，DC%K#5C%3> L 7887 "#$% : &’, : , )) II9!
［A8］ O)+%2Q#$ O 6 789= "#$% : &’, : , $’ IIB

!"#$%&’() *+)",&+- +. ,/$ ,/%$$+0&#$-*&+-() ,&#$+0$1$-0$-,
2’/%30&-4$% $5"(,&+- (-0 &,* (11)&’(,&+-!

U#2S D*[-*%2S7）̂ U/) DC*[T%2S7） \%2S ?*%2[4)/7） T%2 ?)27）A）

7）（ 5*%010+0’ /6 )((71’4 "#$%18% 9*4 -/.(+0901/*97 390#’.9018%，:’1;1*< 7HHH99，-#1*9）

A）（-’*0’= 6/= )((71’4 "#$%18% 9*4 >’8#*/7/<$，"’?1*< @*1,’=%10$，:’1;1*< 7HH9=7，-#1*9）

（L#J#*F#Q 7= "#V$)%$& AHH8；$#F*5#Q 0%2)5J$*1> $#J#*F#Q AI ’%$JC AHH8）

,V5>$%J>
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