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借鉴数字信号处理技术中的无限脉冲响应滤波器实现的思想，提出一种适用于通用色散介质的改进移位算子

时域有限差分（*+,-. /0123./2 -,4,.156,--121471 .,8156/83,4，9:5;<=<）方法 >与原 9:5;<=< 方法相比，改进的 9:5;<=< 方

法内存占用减少 ((?以上，同时计算时间也有所减少 >最后通过一阶、二阶色散介质雷达散射截面计算验证了方法

的通用性和有效性 >

关键词：时域有限差分，色散介质，移位算子

!"##：@!!%A，%(B%，B"@%<

!国家自然科学基金（批准号：&%)$!%$!）资助课题 >

# C583,D：E3F GEHI E3+//> 7/8> 74

! J 引 言

因为自然界中的绝大部分介质都属于色散介

质，如水、土壤、人体组织、等离子体等，因此，对作用

于色散介质的电磁波特性分析一直备受人们关注 >
时域有限差分（-,4,.156,--121471 .,8156/83,4，;<=<）方

法作为一种功能强大的电磁场数值计算方法，先后

有递归卷积 ;<=<（KL5;<=<）方法、辅助差分方程

;<=<（M<C5;<=<）方法和 ! 变换等多种针对色散介

质的方法被提出［!—!(］>然而，这些方法对具体色散介

质需要专门推导相应的 ;<=< 递推公式，且推导过

程比较繁冗，通用性较差 >
"%%( 年葛德彪等［!@—!)］首次提出了处理色散介

质电磁问题的移位算子5时域有限差分（9:5;<=<）

方法，并很快得到了广泛应用 >在该算法中，先将色

散介质的相对介电系数写成以 N!为自变量的有理

分式函数，再用!O!" 代替 N!过渡到时域，然后引入

离散时域移位算子代替时间微分算子来处理有理分

式函数形式的介电系数，进而导出 ;<=< 中电位移

矢量 ! 和电场强度" 之间的关系 >该方法的最大优

点是推导简单，概念简明，适于处理通用色散介质模

型 >不足之处在于，内存占用量较递归卷积方法、辅

助差分方程方法要大，在分析较大目标时会发生困

难 >本文借鉴数字信号处理（<9P）技术中无限脉冲

响应滤波器设计思想，提出一种适用于介电常数为

低阶（# Q ! 和 # Q "）有理分数形式色散介质的改

进 9:5;<=< 算法，并给出内存占用量和计算效率分

析，在此基础上进一步讨论了对介电常数为高阶（#
R "）有理分数形式时的处理方法 >改进 9:5;<=< 方

法既保持原有算法的优点，又使其内存占用量达到

与递归卷积方法相同的程度，并减少计算时间 > 最

后，通过一阶、二阶色散介质雷达散射截面（KL9）计

算对改进 9:5;<=< 的内存占用和计算效率等进行

了验证 >

" J 色散介质 9:5;<=< 递推式

对于各向同性电色散介质，S3TU1DD 旋度方程在

无源情况时为

!

V " Q F"
!#
!"

， （!）

!

V # Q!!!"
> （"）

介质本构关系为

$ Q"#， （(）
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!（!）!"""#（!）"（!）$ （%）

式中"#（!）为复数相对介电系数 $可以证明 &’()’，

&#*+’ 和 ,-#’./0 等常用色散介质模型的"# ( )! 总可

以表示为以下有理分式函数形式［1，2，31］：

"# ( )! ! !
!

" ! "
#" 4( )! " !

!

" ! "
$" 4( )! " $ （1）

采用 5’’ 方式离散，由（3）式可得 ""# 的 6&7& 更

新方程，其形式与常规 6&7& 相同 $因为介质的介电

系数 ( )"! 与频率有关，（%）式所示本构关系在时域

成为卷积关系，使直接由（8）和（%）式推导 #"" 的

更新方程变得复杂，但由（8）式不难得出 #"! 的

更新方程，其形式为

!"93 ! !" 9!%

!

:( )# "93;8 $ （2）

然而，要使 6&7& 计算进行下去，还需要知道从 !"
" 的递推式，这可以根据（%）式所示本构关系由移

位算子方法进行推导 $
根据 <=>6&7& 方法［3%，3?］，先利用频域到时域的

算子转换关系 4!"#;#% 将（1）式转换为时域微分算

子形式，可得

"#（";"%）! !
!

" ! "
#" ";"( )% " !

!

" ! "
$" ";"( )% " $（?）

然后再利用移位算子表示的离散时域时间导数算子

"
"( )%

"

"
8
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， （A）

将（?）式并代入（%）式（为了简单，仅以 ’ 分量为例），

转换为移位算子表示的时域离散表达式，可得
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式中!% 为时间离散步长，&% 为离散时域的移位算

子，其作用是使函数 " 时刻的离散值移位到 " 9 3
时刻的离散值 $最后，将式（B）整理后可得

*"93
’ ! 3

+" !
!

) ! "
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) ! 3
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其中 ,) ，+) 可由（1）式的 $"，$3，⋯，$!；#"，#3，⋯，#!
表示 $（3"）式即为 <=>6&7& 方法从 !" " 的递推

式，它与（2）式一起使从 #" " 的通用色散介质

6&7& 更新方程得以实现 $然而，直接根据（2）和（3"）

式计算 "，对于（1）式中最高次幂为 ! 的介质，需要

存储 8! 9 3 个场量，内存占用量很大，在分析较大

目标或高阶色散介质目标时会发生困难 $为了减少

<=>6&7& 方法对内存的占用，引入 &<C 技术中的无

限脉冲响应（DDE）滤波器设计思想［3B—88］$

F G 结合 &<C 的 <=>6&7& 算法

!"#" $ $ # 和 $ $ % 情形

下面先讨论（1）式中最高幂次 ! ! 3 和 ! ! 8 时

的色散介质时域本构关系的情况（以 ’ 分量为例）$
当"# ( )! 的最高次幂 ! ! 3 时，由（3"）式可得
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这里

," ! $" 9 $3
8
!%，

,3 ! $" @ $3
8
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+"，+3 与 ,"，,3 的形式相同，只是将式中 $ 替换为

# $将色散介质可以看作 DDE 滤波器，并采用一阶转

置直接>#型 DDE 滤波器结构［88］，则（33）式可进一步

表示为［3B，8"］
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在实际计算时，可以将（3F）和（3%）式合并，并通过设

置一个临时变量先缓存 ("
’，然后根据（2）式计算

(" 9 3
’ $ 得到 (" 9 3

’ 后，再将临时变量中缓存的 ("
’，

(" 9 3
’ 以及 *"

’ 一起代入（33）式计算 *" 9 3
’ $这样，只需

存储 (" 9 3
’ 和 *" 9 3

’ 两个场量，即可得到最高次幂 !
! 3 时的色散介质电场更新 $与直接利用转置直接>
#型 DDE 滤波器结构实现方式［3B，8"］相比，减少了中

间场量 -" 9 3
’ 的存储空间 $ 与直接由（33）式计算的

原 <=>6&7& 方法相比，减少了 ("
’ 的存储空间，减少

量达 FFH ，与递归卷积方法的内存占用量相同 $
当"# ( )! 的最高次幂 ! ! 8 时，由（3"）式可得
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这里
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!!，!"，!# 与 "!，""，"# 的形式相同，只是将式中 #
替换为 $ $采用二阶转置直接%!型 &&’ 滤波器结构

实现，则（"(）式可进一步表示为

%&)"
’ * "

!!
"!

!!
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’ ) )&( )" ， （"+）
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!!
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’ , !" %&)"
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#， （"-）

)&)"
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"#
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(&)"

’ , !# %&)"
’ $ （".）

在实际计算时，可以将（"+）和（"-）式合并为

%&)"
’ * "

!!
"!

!!
(&)"

’ )
""

!!
(&

’ ) )&
# , !" %( )&’ $

（#!）

具体实现时，可以通过引入两个临时变量分别缓存

(&
’，%&

’，然后再用（/）式计算电位移矢量 (& ) "
’ $得到

(& ) "
’ 后，再依次将临时变量中缓存的 (&

’，%&
’ 和 )&

#

代入（#!）式更新 %& ) "
’ ，将临时变量中缓存的 (&

’，%&
’

代入（".）式更新 )& ) "
’ $ 这样，只需存储场量 (& ) "

’ ，

%& ) "
’ 和中间场量 )& ) "

# ，即可得到!0 ( )" 最高次幂 *
* # 时的电场更新 $ 与直接利用转置直接%!型 &&’
滤波器结构实现方式［".，#!］相比，减少了中间场量

)& ) "
’ 的存储空间 $ 而与直接利用（"(）式计算的原

12%3454 方法相比，不再需要存储 (&
’，%& , "

’ ，可减少

# 个场量的内存占用，减少量达 6!7 ，同样与递归卷

积方法的内存占用量相同 $

!"#" ! $ # 情形

在实际应用中，色散介质的相对介电系数大多

为低阶情况，即为（(）式中 * * " 和 * * # 的情况 $对
于高阶情况，即（(）式中 * 8 # 的情况，则可借鉴

419 技术中 &&’ 滤波器级联方法实现 $
仍将色散介质看作时间离散 &&’ 滤波器，但因

为是从电位移矢量 " 计算电场 #，因此，滤波器的

输入应为 "，输出应为 #，而传输函数则应为色散

介质介电系数 ( )! " 的倒数 ": ( )! " $ 这样，对于介

电系数 ( )!" 为（(）式所示形式的 * 阶色散介质，就

相当于 * 阶离散 &&’ 滤波器，其传输函数 + ( )" 可

表示为

+ ( )" * "
!!!0 ( )" * "

!! !
*

& * !
#& ;( )"[ ]&

!
*

& * !
$& ;( )"[ ]& $ （#"）

在实际处理时，可以先将（#"）式所示 + ( )" 表示为

一系列低阶 &&’ 滤波器传输函数相乘的形式，即

+ ( )" * +" ( )" +# ( )" ⋯+, ( )" ， （##）

其中 +" ( )" ，+# ( )" ，⋯，+, ( )" 均为不高于二阶

的 &&’ 滤 波 器 的 传 输 函 数 $ 然 后 根 据 传 输 函 数

+" ( )" ，+# ( )" ，⋯，+, ( )" 分别实现每个低阶 &&’
滤波器，最后再将各低阶 &&’ 滤波器按图 " 方式级

联即可 $因为级联方式使反馈支路局限在每一个低

阶滤波器内，这样不仅可以减少内存的占用和计算

时间，而且相对直接实现方式在一定程度上还可以

减小计算累积误差 $

图 " &&’ 滤波器级联结构示意图

以三阶色散介质的处理为例，设（(）式所示的介

质介电系数可以表示为

( )!" *!!!" ( )"!# ( )" ， （#<）

其中

!" ( )" *
$! ) $" ;( )"
#! ) #" ;( )"

， （#6）

!# ( )" *
$=! ) $=" ;( )" ) $=# ;( )" #

#=! ) #=" ;( )" ) #=# ;( )" # $ （#(）

将（#<）式代入（6）式，可得

%’ ( )" * "
!!!" ( )"

"
!# ( )"

(’ ( )" $ （#/）

引入中间变量 )’ ( )" ，则（#/）式可以进一步表示为

)’ ( )" * "
!!!" ( )"

(’ ( )" ， （#+）

%’ ( )" * "
!# ( )"

)’ ( )" $ （#-）

将!" ( )" 和!# ( )" 分别代入（#+）和（#-）式，根据

（""）和（"(）式所示低阶电场更新公式，可得

)&)"
’ * "

!!
"!

!!
(&)"

’ )
""

!!
(&

’ , !")[ ]&’ ，（#.）

%&)"
’ * "

! [
!

"!)&)"
’ ) "")

&
’ ) "#)&,"

’

, !" %
&
’ , !# %&," ]’ $ （<!）

然后，先按照上述一阶色散介质方法由（#.）式计算

)& ) "
’ ，再按照二阶色散介质方法由（<!）式计算 %& ) "

’

即可 $这样只需存储 (&
’，)&

’，-&
’ 和 %&

’ 共 6 个场量，

即可得到!0 ( )" 最高次幂 * * < 时的电场更新 $ 与

原 12%3454 方法相比，可以减少 < 个场量的存储空

间，减少达 6#7 以上，与 ’>%3454 内存占用量相同 $
对于其他 *（* 8 <）阶情况，可按相同的方法处理，
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内存占用量减少可达 ! ! "!( )# $ ，均可达到与 %&’
()*) 相同的内存占用量 +

需要说明的是，在将分子和分母中的因式组合

为分式时，应尽量使阶数相同、极点和零点位置相近

的因式组合在一起 +这样，可以减少误差 +同理，也可

借鉴 ,,% 滤波器的并联结构对 ! 阶色散介质进行

处理 +

- . 三种常见色散介质模型

为了验证改进 /0’()*) 方法的通用性和有效

性，下面分别考虑 )1231，)4561 和 78419:; 三种色散

介质模 型 情 况 + 计 算 吸 波 介 质 球、等 离 子 体 球 和

78419:; 球的后向 %&/，并对改进前后的内存占用量

和计算时间进行统计 +
首先讨论 )1231 模型的吸波介质球的散射 + 吸

波介质球半径为 <."= >，非磁性介质（!4 ? $.<，"> ?
<）+其复相对介电常数可以表示为

( )#$ ?#@ # #A B#( )@ ! $ # C$"( )< B C"!$#<，

（D$）

式中$为入射波频率，#A ? $.$E 为频率为零时的相

对介电常数，#@ ? $.<$ 为频率为无穷时的相对介电

常数，电导率"? ".F= G $<B -!，"< ? -.-FH G $<B $< A +
图 " 是该介质球的后向 %&/，图中实线为 /0’()*)
计算结果，空心圆圈为改进 /0’()*) 的计算结果，

实心圆点为 IJ1 级数解 +由图 " 可以看出，两者符合

很好 +计算中%? D.D G $<B D >，&? E<"" 的高斯脉

冲激励 +

图 " 吸波球的后向 %&/

接着 讨 论 )4561 模 型 的 等 离 子 体 球 的 后 向

%&/+等离子体球半径为 D.H= >>，等离子体的相对

介电系数为

#4 ( )$ ? $ #$"
K ! $ C’L B( )( )[ ]$

? C( )$ " #’L C( )$ #$"[ ]K

! C( )$ " #’L C( )[ ]$ ， （D"）

其中，$K ? $.M G $<$$ 4N6!A 为等离子体频率，’L ? ".<
G $<$< O; 为电子平均碰撞频率 +图 D（N）为等离子体

球后向散射的时域波形，图 D（2）为后向 %&/+ 图 D
（2）中实线为 /0’()*) 计算结果，圆圈为改进 /0’
()*) 计算结果，黑点则为 IJ1 级数解 + 由图 D 可以

看出，两者符合较好 +计算中%? =.< G $<B " >>，&?
E<"" 的高斯脉冲激励 +

图 D 等离子体球的后向散射 （N）时域波形，（2）后向 %&/

下面讨论 78419:; 模型的 78419:; 球的后向 %&/+
78419:; 球半径 # ? $=.< G $<B F >，相对介电系数为

#4 ( )$ ?#@ # #A B#( )@ $"
P

$"
P # C"$%P B$" + （DD）

其中，静态频率相对介电系数#A ? "."=，无限频率相

对介电系数#@ ? $.<，衰减常数%P ? <."M G $<$E AB $，

共振角频率$P ? -.< G $<$E O;+图 - 为 78419:; 球后

向 %&/，图中的实线为 /0’()*) 计算结果，空心圆

圈为改进 /0’()*) 计算结果，实点则为 IJ1 级数

解 +由图 - 可以看出，两者符合较好 +计算中%? D.<

E-"M 物 理 学 报 =M 卷



图 ! "#$%&’( 球后向 )*+

, -./ -. 0，!1 2.!! 的高斯脉冲激励 3
表 - 给出 +456787 改进前后所用内存和计算

时间的统计 3由表 - 可知改进 +456787 内存占用量

减少达 99: 以上 3同时，计算时间也有一定减少 3

; < 结 论

+456787 算法是一种通用色散介质的 6787 计

算方法，适用于 7%=>%，7$?@%，"#$%&’( 三种常用色散

介质模型以及介电系数可表述为有理分式形式的色

散介质，具有数学推证过程清晰明了，便于编制通用

程序等优点 3本文借鉴 7+A 技术中的 BB) 设计思想，

提出一种用于低阶有理分式形式色散介质的改进

+456787 方法，与原 +456787 方法相比，使内存占

用量减少 99:以上，与 )*56787 所需内存相当 3基
于 BB) 滤波器级联思想，给出介电系数具有高阶有

理分式形式色散介质 +456787 计算的处理方法 3同
时，由于更新公式有所简化，使得计算时间也有一定

减少 3对于高阶色散介质，也可采用 BB) 滤波器并联

思想进行处理 3

表 - 计算时间和内存统计

目标 网格数 时间步
+456787 改进 +456787

存储场量数 计算时间CD 存储场量数 计算时间CD
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