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在引进圆腔特征场及其反射系数的概念基础上，讨论了圆腔回音壁模（)*+）的自洽场描述 ,基于自洽场要求，
得到了同直接求解描述 )*+问题的 -./012/34方程一样的本征值方程 ,基于特征场描述的波5光线对应性，讨论了
圆腔 )*+自洽形成的几何射线描述 ,根据特征光线束自洽的直观图像推导了 )*+谐振波数与品质因子 ! 值，并
与直接求解本征值方程所获得的结果符合很好 ,
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! D 引 言

近来，光学微腔由于其在低阈值激光器、窄带滤

波器、灵敏生物传感器、单光子源及腔量子电动力学

等理论和实验方面的重要性引起了研究者极大的兴

趣［!—!"］,基于全内反射，微米尺度的电介质微
球［’，!%］、微盘及微柱［!!，!"］可以支持具有甚高甚至极

高品质因子 ! 的回音壁模式（)*+）, )*+ 是
+:EF.//方程在给定边界条件下的自由振荡解，尽管
可以通过直接求解 +:EF.//方程获得 )*+的解，但
是我们仍然可以使用几何光学的术语去理解 )*+,
G2//等［!$，!6］细致讨论了微球及微盘腔内 )*+场与
几何光线间的对应关系，并粗略描述了 )*+的自
洽场图像 ,和直接求解 +:EF.//方程相比较，自洽场
描述更自然 ,不过 G2// 等只是简单地描述了 )*+
的自洽场图像，对如何利用这种图像计算有关 )*+
的参数并未涉及 ,因此进一步揭示 )*+自洽场描
述的特性是本文关注的重点 ,
本文仅讨论二维（"7）圆腔情形 ,这是很有意义

的，因为在有效折射率的近似下，微盘或微柱的情况

可以简化为 "7圆腔的情况［"］,另外，本文的结果可
以很容易扩展到三维微球的情况 ,在引入圆腔特征
波场及其反射、透射系数的基础上，我们将细致讨圆

腔 )*+的自洽场描述 ,

" D 圆腔特征波场及其在圆腔边界下的反
射、透射和)*+形成的自洽场描述

"7微腔谐振问题是求 -./012/34方程
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下的自由

振荡解［!8，!&］,这里标量函数!在 J9，J+偏振下分别
表示为 $%，&%，!（"）表示折射率分布，" 为波数，下
标 @! 和 @" 分别表示谐振腔的内表面和外表面，!
指腔的单位外法向矢量，并且在 J9，J+偏振下分别
有#! I # K "

! ，#" I # K "
" 或#! I#" I !，其中 #!，#" 分

别为腔内外介质的折射率，通常 #! L #" 已使得腔

存在较高品质因子 ! 值的模式 ,在此已经假定微腔
介质是非磁性的并且在腔内外均匀分布，如图 !（:）
所示 ,对于图 !（:）中的圆腔，在柱坐标中采用分离
变量法并考虑自由振荡解应满足的远场辐射条

件［!8，!&］，可将腔内外的场表示为
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其中 ’ 表示角向模数，-（!）’ 和 -（"）’ 分别表示第一类
和第二类 -:CP./函数，(’，*’ 为待定系数 ,在远场条
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图 ! 圆腔特征波场及反射示意图 （"）圆腔几何及其光学参数，（#）平面波在平直界面上的反射

件下 $（!）! ，$
（%）
! 行为就像分别向内外行进的柱面波，

因此可将其分别理解为外向行波和内向行波 &考虑
腔场应满足的边界条件及坐标原点处的场值为有限

的要求（此要求 "! ’ !），可得本征波数方程

!% #% (!（#! $%）$
（%）)! （#% $%）

*!! #! ()!（#! $%）$
（%）
!（#% $%）’ +& （,）

此处，(! 为 -.//.0 函数，()!，$（%）)! 表示导函数 &在给
定的!下，可以求得本征值方程一系列的谐振波

数，依大小次序可以用另一个模式数———径向模数

&标记［%］，& ’ !，%，⋯ &故（%）和（,）式给出了圆腔
123的解 &
如上所述，尽管可通过直接求解描述微腔问题

的方程求解出 123，但是我们还是可以从更加符合
直觉的角度去理解 123&有趣的是，如果在要求满
足腔边界条件时没有强迫原点处的场值为有限，即

"! ’ !，我们依然可以获得有意义的物理解
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其中 $ 并不要求满足本征值方程，可以为任意值 &
既然我们可以将 $（!）! ，$

（%）
! 分别理解为外向行波和

内向行波，那么我们就可以将（4）式作如下理解：单
位振幅的入射场（$（!）!（ #! $"）.

5!#）在腔内向圆腔边

界行进，在到达圆腔边界后，一部分波（ "!$
（%）
!

（#! $"）.
5!#）被反射回腔内，另一部分波（ ’!$

（!）
!

（#% $"）.
5!#）从腔内透射出去 &就像平面波经历平直

介质分界面，反射之后其反射波、透射波依然是平面

波，只是波矢的大小和方向有变化外，从而可以引进

反射以及透射系数描述问题一样，可以引入反射系

数和透射系数描述入射波 $（!）!（ #! $"）.
5!#在圆腔边

界下的反射和折射行为 &此时 $（!）!（ #! $"）.
5!#就充当

着入射平面波的角色，它可以定义为圆腔的特征波

场，（4）式给出的就是特征波场的反射系数、透射系
数 &确切地，（4）式给出是腔内反射系数、透射系数，
因为波除了可以从腔内入射外还可以从腔外入射 &
与（%），（4）式类似，还可以定义腔外部反射系数、透
射系数，陷于篇幅以及与 123自洽场描述的相关
性，此处仅讨论腔内情形 &假设入射波、反射波和透
射波的形式分别为 .5（ $(( 6 $))），.5（ * $(( 6 $))）和 .5（ $)( ( 6 $)) )），

其中 $(，$)，$)(，$)) 为波矢分量，根据图 !可求出相
应的反射系数和透射系数 &由于入射场、反射场其相
位参考点并不在腔的边界上，由（4）式给出的反射系
数、透射系数并不唯一地反映界面性质，还包括参考
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相位的信息 !这一点可以从图 "（#）所示的平面波情
况加以理解，由图 "（#）给出的平面波的反射系数、
透射系数分别为

!$%&’( )!" "" *+,（""）-!. ". *+,（".）

!" "" *+,（""）/!. ". *+,（".）

0 (1."" #$*+,（""），

%$%&’( )
.!. "" *+,（""）

!. "" *+,（""）/!" ". *+,（".）

0 (1.#$［"" *+,（""）- ". *+,（".）］， （2）
其中"" 和". 分别为入射角和反射角，!"，!. 在 ,，$
偏振下分别同上述的 34，35偏振情况 !反射系数和
透射系数中指数相位部分反映参考相位点的信息，

去除它可以得到通常所使用的平面波反射系数和透

射系数 !对于上述圆腔的情况，可以如下定义一个
“缓变”的反射系数和透射系数以去除参考相位的信

息，

!6& ) !&
7（.）&（"" ##）
7（"）&（"" ##）#) $

，

%6& ) %&
7（"）&（". ##）
7（"）&（"" ##）#) $

， （8）

其中 !6&，%6& 唯一地反映了界面的特性 !由于场 7（"）&
（"##）(

1&$在远离焦圆时可以将其看作是波矢为 ## )

（"##）
. - &! . 9#，#$ ) &9#向外的行波 !我们可以定

义入射角%" 和透射角%. 为

,:’%" ) &
"" #$
，

,:’%. ) &
". #$

! （;）

此时由（8）式给出的反射系数和透射系数可以分别
表示为

!6& ) !6&（,:’%"，,:’%.），

%6& ) %6&（,:’%"，,:’%.）!
这样可以与平面波的反射系数和透射系数进行比

较，结果如图 .所示 !值得一提的是，圆腔的反射系
数和透射系数不仅依赖于入射角而且还依赖于角向

模数或入射波长 !并且从图 .可以看出：& 越大（或
等效地波长越短），圆腔系数越是接近平面波的情

况 !这反映了短波长极限下波动图像向几何光学图
像的逼近 !当入射角满足 ,:’%" < ". 9""，出现所谓的

全内反射现象，此时平面波的反射率严格为 " !对于
圆腔情形，却存在着一个随入射角增加而指数减小

的间隙（见图 .（*）），表明入射波在弯曲的圆腔界面

情况下存在着隧穿效应，不存在严格的全内反射，此

对于圆腔高 ’ 值的 =>4的损耗有直接联系 !

图 . 不同角向模数的圆腔特征场在圆腔边界上的反射系数随入

射角的变化情况同平面波系数的比较 （&）反射系数的幅角，即

界面相移，（#）反射率，（*）反射率接近于 "的情况 !虚线表示全内

反射角所在

反射波 !&7
（.）
&（ "" ##）(

1&$在腔内向原点方向汇

聚，由于能量守恒，此反射波在行进到一定的位置时

必定扭转方向，成为离开原点的波 !&7
（"）
&（ "" ##）

(1&$ !设在原圆腔的圆心处（如图 "（&））存在另一个
半径更小的折射率为任意的小圆腔，当小圆腔的半

径&"?时，波 !&7
（.）
&（ "" ##）(

1&$在遭受到小圆腔的

散射后，散射场即为 !&7
（"）
&（"" ##）(

1&$［";］，可理解为

原点充当着一个反射系数为 "的反射镜 !以自洽场
的图像描述 =>4 形成，就是反射场 !&7

（.）
&（ "" ##）

(1&$扭转方向后的场 !&7
（"）
&（ "" ##）(

1&$与原入射场

7（"）&（"" ##）(
1&$应当具有完全相同的相位与振幅分
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布，亦即 !"!
（"）
"（#" $!）#

$"" % !（"）"（#" $!）#
$""或 !" % "&

由此给出的本征值方程同（’）式一致，对它求解也可
以获得圆腔的 ()* 解 &关于圆腔 ()* 自洽场图
像，将在下面说明 &

’ + 圆腔 ()* 自洽场图像的几何射线
描述———波,光线对应性

!"#" 圆腔特征场的几何光学近似

与平面波可以用一簇平行的几何射线束描述类

似，圆腔特征场也可以用一簇几何射线束描述 & -.//
等［"’，"0］细致讨论了微球或微盘腔内 ()*场与几何
光线间的对应关系，根据他们的讨论，特征场 !（"）"
（$!）#

$""，!（1）"（$!）#
$""可以分别用图 ’（2），（3）所示

的特征光线束图像描述 &特征光线（射线）束中所有
的光线都与一个半径为!4 % "5 $ 的圆相切，此圆就
是焦散圆 &外向行波如同是从这个焦散圆发射出来
一样，内向行波则向着这个焦散圆汇聚，在焦散圆的

内部场为倏逝场 &在! 6!4 位置，光线有如下波矢

分量：

$! % （$!）
1 7 "! 1

!
，

$" % "
!

& （8）

在焦散线! %!4 处，径向波矢分量消失，由此波沿

着焦散圆传输，波场值的唯一性要求导致焦散圆的

周长为波长的整数倍，即 " 为整数 &在焦散圆的内
部，由（8）式给出的角向波矢 $" 6 $，以致径向波数
为虚数，此时焦散圆内部场为径向倏逝场 &当 " 9 :
时，光线束逆时针行进 &
根据 -.//等的讨论，由图 ’（2）所示特征光线束

描述可得［"’，"0］

!（"）"（$!）;

#$［#!（ $!）7!50］

$1
!

1 7 "! 1
（$! 6 "），

"
1

#$$!（ $!）

$1
!

1 7 "! 1
7 $ #7 $$!

（ $!）

$1!
1 7 "! 1

（$! 9 "













），

（<）
其中

#!（$!）% $1
!

1 7 "! 1 7 "2=44.> "
$( )
!
，

$!（$!）% "1 7 $1!! 1 7 "2=44.>% "
$( )
!

&（":）

这里#!（$!）为焦散圆外特征场 !（"）"（ $!）#
$""的径向

相位分布 &（<）式就是函数 !（"）"（ $!）的几何光学近
似，也是它的 ?#3@#展开 &然而计算表明，由上述近
似所给出相位分布结果与真实情况存在误差%（ $!）
% 2=A（&）7 2=A（&2B=.C）&这里，2=A（&）为 !（"）"（$!）的幅
角，2=A（&2B=.C）是由（<）式近似给出的幅角 &在焦散线
附近误差更为明显，如图 ’（4）所示 &这反映了几何
描述在焦散圆附近的不足 &我们可以把%（ $!）称作
波动修正，这在后面用谐振方程精确确定 ()*的
谐振波数时有意义 &由图 ’（4）可见，" 越大，波动修
正的范围就越小，再次反映波的图像向几何图像的

逼近 &

图 ’ 圆腔特征场的几何光线描述与相位波动修正 （2），（3）分

别是圆腔特征场 !（"）"（ $!）#
$""和 !（1）"（ $!）#

$""的几何光线描述，

（4）不同角向模数的圆腔特征场的相位波动修正随入射角的变

化情况，其中入射角 >DE& 6 "的范围也同时给出，在 >DE& 6 "区

域入射场是径向倏逝场，此范围对 ()*形成无贡献

有趣的是，由图 ’（2）和（3）给出的光线束中的
光线在到达焦散圆时并不能跨越焦散圆，除非在原

点处存在一个散射体 &只要在原点处存在一个不管
多小的散射体，入射场 !（1）"（$!）#

$""就会从散射体外

部入射，经过散射后成为出射场 !（"）"（ $!）#
$""，表明

光线可以跨越焦散圆 &在焦散圆上入射场具有径向
相位#!（ $!4）%!50，而散射场具有相位#!（ $!4）%

7!50，所以，光线跨越焦散圆必伴随焦散相滞后
7!51［"’，"0］&
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!"#" 圆腔$%&自洽形成的几何光学描述与谐振
方程

如果以光线自洽的图像理解如图 !（"）所示圆
腔中 #$%的形成，就是从 ! 点发出的光线沿线 !"

图 ! 圆腔 #$%形成的几何光学描述与谐振波数的结果 （"）圆腔 #$%形成的几何光线自洽描述，（&）不同模次 #$%的

谐振波数的几何光学近似结果与精确结果的比较，（’）# 值的比较，（(）#$%谐振波数随 #$%入射角的变化，（)）# 值随

#$%入射角的变化 *图中离散点为近似结果，曲线为精确结果

传输经过圆腔边界的反射后，沿线 "$ 向焦散圆方
向行进，当其行进到焦散圆上的 $ 点并跨越 $ 点时

与另一入射光线 $+#（$ 和 $+点重合）同相时，#$%
就出现了，此时特征光线束中的任何一条光线都经

历相同的自洽图像 *有意思的是，完全不同于通常谐
振腔中的光线闭合自洽，此处的自洽是光线束中的

一条入射光线经反射后与另一条入射光线的自洽 *
自洽要求相位差

!! ,!!- .!/0
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! "!"（!# "#）$ "#（!# "#）%!&" $#’(

! "!（ $ % #）) （##）
在此注意入射光线 %*& 比 ’( 滞后一个固有相位差
)"$，此相位差是波在焦散圆上沿焦散圆传输导致
的相位滞后 )（##）式中#’(为界面相滞后，"#（ !# "#）
为几何光学近似不足引起的相位波动修正，%!&"
为焦散相滞后，$ ! #，"，⋯可以诠释为径向模式数 )
"!"（!# "#）为传输相滞后，其可由（#+）式求出，也可
由图 ,（-）中的线段直观地给出，

"!"（!# "#）!
"!
%

!#（’( $ %*& % ’%
)

*）)

这里’(，%*&分别为线段 ’(，%*& 长，’%

)

*为弧长 )由
此式可以确定谐振波数（或波长和频率）)现在我们
可以将 *) 写为 *) ! *.) /

0（"##），其中"## 就是我们在

定义 *.) 去除的相位 )既然修正 "#（ !# "#）只在焦散
线附近有较大的值，那么在一般的计算中就可以将

其忽略，如果此时我们再用平面波的界面相移#12-(/

代替#’(，则可以认为由（##）式给出的结果是几何光
学考虑的结果 )图 ,（3）给出了 *) ! #下谐振波数几
何光学近似结果与精确结果的比较，可以看出二者

符合很好 )

!"!" 损耗或 ! 值

单独的相位复原条件不足以描述 456的损耗
特性，光线每次在经历边界反射时都要损耗其能量，

从而腔内 456的能量在逐渐减少 )根据通常处理
激光模式反射损耗问题的方法［#7］，可以得到 456
的 & 值几何光学近似结果，

& !
" 8/9"#* " ! "8/9

"2( *.)
%#

!
" 8/9!*" " ! "8/9

2( *.)
%#
， （#"）

其中 " 8/9为谐振波数，

"#* : " ! "8/9
!$"#$" " ! "8/9

，

"!*" : " ! "8/9
!$!"
（!# "#）
$" " ! "8/9

为谐振波数处等效全光学腔长，即等效于平行平面

镜腔的一周光程长度 )（#"）式中的近似表明我们已
经忽略由界面反射以及波动修正所导致的额外光

程 )实际上，我们可以直接从 *) ! #中求得 & 值，由
条件 *) ! #所给出的波数是一个复数，其实部 " 8 为

通常意义下的谐振波数（由它可得谐振波长或频

率），其负虚部 " ’ 描述损耗，可得 & ! % " 8 &（"" ’）)图

,（;）给出了 & 值几何光学近似结果与精确结果的
比较 )由图 ,（;）可见，在全内反射区 & 值随角向模
数呈指数变化规律 )其实这是源于反射率在此区域
内（见图 "（;））以指数形式接近于 #所致，在此区域
内，456其损耗机制为隧穿效应 )图 ,（;）仅给出较
低径向模次的模式，基本上都位于全内反射区域 )如
果径向模次增高，模式入射角由于小于全内反射角

而发生折射损耗，此时 & 值将会较小或很小而没有
实际应用价值 )
最后需要提及的是，图 ,（3）和（;）的精确结果

是在 "<复波数平面上用 =/>?@(方法［#A］搜索方程 +
! *) % #的零点而获得 )

, B 结 论

基于圆腔特征场及其反射系数的概念，我们较

为细致地讨论了圆腔 456的自洽场描述 )反射场
与原入射场的自洽不仅给出正确的本征值方程而且

也给出了 456形成的直观图像 )圆腔特征场反射
系数与平面波在平直界面上的反射系数比较，在高

次角向模数下的符合一再表明：短波长极限下波动

图像向几何图像逼近 )基于特征场描述的波C光线对
应性，同时讨论了圆腔 456自洽形成的几何光线
描述、不同于通常的情况，自洽并不要求反射光线与

入射光线的闭合，只是特征光线束中的一条入射光

线经反射后与特征光线束中的另一条入射光线的自

洽 )根据特征光线束自洽的直观图像，推导了圆腔
456谐振波数和 & 值，同精确结果比较获得了较
符合的结果 )我们的探讨进一步揭示了圆腔 456
的波动图像描述与几何光线图像描述间的关系 )
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