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利用最近提出的新的物理参量———) 弹性常数，将其应用于具有六方晶系结构的多晶体材料 *推导了六方晶

系结构的多晶体材料之 ) 弹性常数，通过算例与具有六方晶系结构的多晶体材料之 + 射线弹性常数进行了比较 *
运用这个 ) 弹性常数进一步推导出的多晶体材料整体之机械弹性常数的表达式与 ,-../ 的研究结果中的表达式虽

然形式不同，但针对具体材料所计算的结果却完全符合 *
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! ? 引 言

在弹性力学的研究中，材料弹性常数的确定是

研究者们关注的课题［!—(］* 有学者推导出利用嵌入

原子法（2@A）势表达的力学稳定性判据，提出了确

定势函数的适用范围的理论判据，给出了相应的数

值计算方法，并计算了 B6 单晶体的弹性常数［C］* 进

一步，有学者在研究立方结构 D. 基磁性材料的弹性

常数中提出晶格常数是决定弹性常数计算准确度的

关键因素，势函数的选择也会影响其计算的准确

度［0］*这些研究均局限于单晶体材料的弹性常数 *而
由单晶体材料的弹性常数出发，研究由其构成的多

晶体材料的弹性常数方面，我们最近提出了一个新

的物理参量———) 弹 性 常 数，并 阐 述 了 其 物 理 含

义［’］*同时将其应用于具有立方晶系结构的多晶体

材料，推导了立方晶系结构的多晶体材料的 ) 弹性

常数，通过算例与具有立方晶系结构的多晶体材料

之 + 射线弹性常数进行了比较 *运用这个 ) 弹性常

数进一步推导出的多晶体材料整体机械弹性常数的

表达式与 ,/E-./ 的研究结果［#］完全符合 *
本文将 ) 弹性常数这一新的物理参量拓展至具有

六方晶系的多晶体材料领域中 *分别根据应力一定的

F.GHH 模型［I］、应变一定的 J=6:K 模型［(］以及分别建立在

上述两个模型之上并考虑到晶体之间相互作用的

,/E-./3F.GHH 模型和 ,/E-./3J=6:K 模型［’］，就由六方晶系

结构的单晶体所构成的多晶体材料的 ) 弹性常数以及

其机械弹性常数的理论计算进行论述 *本文采用与文

献［’］类似的形式，并尽量采用矩阵表示 *

# ? ) 弹性常数的导出和材料整体的弹

性常数

%&’& 宏观分析

图 ! 示出了材料整体坐标系 [ ]! 与试验坐标

系 [ ]" 中的方向 "I 之间的方位关系 * 不妨设方向

"I 相 对 于 材 料 整 体 坐 标 系 [ ]! 的 方 向 余 弦 为

"I #，$，( )% ，则由图 ! 可得

# L H6-!>=H"，

$ L H6-!H6-"，

% L >=H!* （!）

因此，方向 "I 的宏观应变#"! 为［%，&］

#"! L ###!! M $#### M %##II M $%$#I M %#$I! M #$$!# *
（#）

当材料整体为各向同性时，其应力与应变为
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这里 ! ，#和$分别为多晶体材料的 )*+,- 模量、

.*/00*, 比和剪切模量 (

图 ! 宏观分析示意图

当材料整体仅受单轴应力作用（即%!! ! ’，其

他的应力分量均为零）且’ $ ’1 的条件下，宏观应

变与应力%!! 之比由（#）式最终可得

!’(
%!!

$ ! 2#( )! 0/,"( & #( )! ( （3）

!"!" 微观分析

"4"4!4 根据 56+00 模型进行的分析

现着眼于图 ! 中 "# 方向上的应变，令 "# 方向

相 对 于 六 方 晶 体 坐 标 系 [ ]# 的 方 向 余 弦 为

"# $，%，( )& ，则 "# 方向上的宏观应变!"#（与!’( 等

同 ） 与 坐 标 系 [ ]# 中 的 应 变 成 分

!’ ，!( ，!) ，"() ，")’ ，"( )’( 的关系为［7，8］

!"# $ $"!’ 2 %"!( 2 &"!) 2 %&"() 2 &$")’ 2 $%"’( (

（9）

相对于坐标系 [ ]# ，六方晶系结构单晶体的应

变与应力的关系为［8］
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将（:）式代入（9）式并整理后可得

!"# $ *!! $"%’ 2 %"%( 2 "$%&( )’(

2 *!" $"%( 2 %"%’ & "$%&( )’(

2 *!# $" 2 %( )" %) 2 &" %’ 2%( )[ ](

2 *## &"%) 2 *33 & %&() 2 $&( ))’ ( （;）

另一方面，在坐标系 [ ]+ 中的坐标轴 +!，+"，+#

轴 相 对 于 坐 标 系 [ ]# 的 方 向 余 弦 不 妨 设 为

+! ,!，-!，.( )! ，+" ,"，-"，.( )" ，+# ,#，-#，.( )# ( 则

坐标系 [ ]# 中的应力成分与坐标系 [ ]+ 中的应力

成分%/0 之间的关系为［!’］

%’ $ " ,/ ,0%/0 ，

%( $ "-/-0%/0 ，

%) $ " ./.0%/0 ，

&() $ "-/.0%/0 ，

&)’ $ " ./,0%/0 ，

&’( $ " ,/-0%/0 (

（7）

此时，当材料整体仅受到单轴应力的作用（即%!! !
’ ，而其他的应力成分均为零）时，将此条件代入（7）
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式后再代入（!）式并整理可得

!!" # "$$ #% $%$ & %% &%
$ & %#%$$ &( ){ $

& "$% #% &%
$ & %% $%$ ’ %#%$$ &( )$

& "$" #% & %( )% ’%
$ & (% $%$ & &( )[ ]%

$

& """ (% ’%
$ & "(( ( %&$ ’$ & #$$ ’( ) }$ "$$ )

（*）

这里，因六方晶系的单晶体为杂乱无章地分布，且在

三维空间中各方向上的分布概率几乎相同，所以应

就三维空间的所有方向进行平均，通过求解其平均

应变!!" 能够最终确定其宏观应变 ) 在此不妨令

## +,，并首先在其晶面内进行取向平均，求出其平

均应变!!"- 为

!!"- #!
%!

+
!!" .$

!
%!

+
.$

) （$+）

在此我们应用应力为一不变量的 /0122 模型［"］，就

多晶体材料在某一晶面内进行平均，将不变的参量

提到平均的积分外面来，利用（*）式以及 #% & %% &
(% # $（ #，%，( )( 为六方晶系之晶面法向余弦）等

关系整理可得

!!"-

"$$
# $

% % "$$ ’ "$% ’ "( )[ $"

’ (%

% 3 "$$ ’ "$% ’ 3 "$" & """ ’ " "( )((

& "((

% "$$ ’ % "$" & """ ’ "( ) ]((

4 256%% & $
% "$% & "( )$"

& (%

% "$$ ’ "$% ’ "$" & """ ’ "( )((

’ ((

% "$$ ’ % "$" & """ ’ "( )(( ) （$$）

比较（$$）和（(）式，含有晶面法线方向余弦（ ! #
（#，%，(））的 - 弹性常数可由下式决定：

$ &&( )) -
# $

% % "$$ ’ "$% ’ "( )$"

’ (%

% 3 "$$ ’ "$% ’ 3 "$" & """ ’ " "( )((

& "((

% "$$ ’ % "$" & """ ’ "( )(( ，（$%）

’ &( )) -
# $

% "$% & "( )$"

& (%

% "$$ ’ "$% ’ "$" & """ ’ "( )((

’ ((

% "$$ ’ % "$" & """ ’ "( )(( ) （$"）

（$%）和（$"）式的结果与 76008［$］的研究结果中的 9

射线弹性常数完全符合 ) 因’ # )
% $ &( )&

，则由

（$%）和（$"）式可得

)- #，%，( )( # $
"$$ ’ % "$$ ’ "( )$" ’ "[ ](( (% & "$$ ’ % "$" & """ ’ "( )(( (( ， （$(）

&- #，%，( )( # ’
"$% & "$" & "$$ ’ "$% ’ "$" & """ ’ "( )(( (% ’ "$$ ’ % "$" & """ ’ "( )(( ((

% "$$ ’ % "$$ ’ "( )$" ’ "[ ](( (% & "$$ ’ % "$" & """ ’ "( )(( ({ }( ， （$3）

’- #，%，( )( # $
% "$$ ’ "$% ’ "( )$" ’ 3 "$$ ’ "$% ’ 3 "$" & """ ’ " "( )(( (% & " "$$ ’ % "$" & """ ’ "( )(( (( )（$:）

多晶体材料的机械弹性常数应将 - 弹性常数

进一步就（#，%，(）在整个三维空间进行取向平均

而得到，是与晶面指数无关的弹性参量 )通过计算可

得 (% # $;"，(( # $;3［$$］，则多晶体材料的 -<16= 模

量 )、><522<6 比&及其剪切模量’分别为

$ &&( )) ?
#

! "$$ ’ 3 "$% ’ ( "$" & % """ & " "((
$3 ，（$!）

’ &( )) ?
#

"$$ & 3 "$% & @ "$" & """ ’ "((
$3 ，（$@）

) # $3
% ( "$$ & % "$" & "( )(( & " """

，

&#
"$$ & 3 "$% & @ "$" & """ ’ "((
% ( "$$ & % "$" & "( )(( & " """

，

’# $3
% ! "$$ ’ 3 "$% ’ ( "$" & % """ & " "( )((

)

（$*）

以上就是根据 /0122 模型得到的由六方晶系结

构单晶体所构成的多晶体材料的 - 弹性常数及其

机械弹性常数的理论计算公式 )通过比较可知，其与

76008 的研究结果［$］中的 9 射线弹性常数和机械弹

性常数完全符合 )这再次表明文献［!］中所提到两次

取向平均的结果与由晶体坐标系就整个三维空间所
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进行一次平均的结果完全相同 !
" #"#"# 根据 $%&’(%)*(+,, 模型进行的分析

我们首先根据 -,.(/01 模型［22］来考虑多晶体材

料内部单晶体之间的相互作用，从而导出弹性常数

的相互作用因子，然后给出求解其弹性常数的相互

作用因子的一般式 ! 进一步以 *(+,, 模型为基础导

出 $%&’(% 模型之自协调方程，通过求解自协调方程

得出由六方晶系结构的单晶体所构成的多晶体材料

的机械弹性常数，并最终得到其 3 弹性常数 !
2）由 -,.(/01 模型所得到的材料弹性常数的相

互作用因子 !与文献［4］类似，考虑在多晶体材料的

基体中含有各向异性的球状单晶体的情况 !此时，当

材料整体受到一个载荷应力!5 的作用时，球状单晶

体内部的应力!6 利用 -,.(0/1 的等价异弹性体方

法［2"］可得

!6 7!5 8!— 7 !9 "5 8"( )—

7 !: "5 8"— ;"( )! ! （"5）

这里，"5 为无球状单晶体存在时材料整体所产生的

应变场，!9 为球状单晶体的弹性常数，!: 为多晶体

材料的弹性常数 !另外，!— 和"— 为球状单晶体与其外

部多晶体材料的弹性常数不同而导致的应力和应变

的附加项，"! 为固有应变 !由（"5）式可知有如下关

系式成立：

!— 7 !: "— ;"( )! ! （"2）

将 -,.(/01 张量 "-
#$%& 用矩阵的形式"- 表示，则由

-,.(0/1 的等价异弹性体方法［2"］可知，

"— 7 "’"!，

"! 7 "’ ;2"— ! （""）

将（""）式代入（"5）式整理后可得

!: ; !( )9 "5 7 !9 ; !: 8 !: "- ;( )2 "— !（"<）

另外，多晶体材料的负荷应变与负荷应力有如下

关系：

"5 7 ":!5 7 !: ;2!5 ! （"=）

这里 ": 为多晶体材料的弹性柔量 ! 将（"=）式代入

（"<）式等号左边可得

"( ; !9 "( ): !5 7 !9 ; !: 8 !: "- ;( )2 "—，

"— 7 !9 ; !: 8 !: "- ;( )2 ;2 "( ; !9 "( ): !5 !
（">）

这里，"( 为单位矩阵 ! 另外，因（">）式第二式等号右

边!5 的系数为考虑到单晶体与其外部的多晶体相

互作用后而得到的参量，并注意到（">）式为应变与

应力的关系式，且该参量与材料的弹性柔量相当，所

以我们将!5的系数称之为材料弹性柔量的相互作用

因子，并表示为 ) ! 为此，（">）式便成为，

"— 7#)!5， （"?）

这里，

#) 7 !9 ; !: 8 !: "- ;( )2 ;2 "( ; !9 "( ): !（"4）

在（"4）式中，因 !: 和 ": 以及 "- ;2 任何时候均

为多晶体材料的 3@+’A 模量 ’ 和 B@C,,@’ 比#的函

数，则只要给定单晶体的弹性常数 !9 就能够求出

材料弹性柔量的相互作用因子#) !
"）相互作用因子#) 的确定 !对于球状单晶体领

域，利用文献［4］的（<=）式，并将（"4）式中的 "-，!9，

!: 以 及#) 分 别 用 矩 阵 "-{ }#$ ， !9{ }#$ ， !:{ }#$ 以 及

*{ }#$ 来替换，则相互作用因子#) 可表述为

*{ }#$ 7 !9{ }#$ ; !:{ }#$ 8 !:{ }#$ "-{ }#$
;( )2 ;2

D { }( ; !9{ }#$ !:{ }#$
;( )2 ! （"E）

这里 { }( 为单位矩阵 ! 进一步推导及化简后，可得

由六方晶系结构单晶体所构成的多晶体材料的弹性

柔量的相互作用因子 *#$ 的非零项为

*22 7 *"" 7 > "+ ;( )$
2"$ "$ ; <( )+ 8 + 8$

"$ ,22 ; ,( )2"
8

+ 8( )$ "$,2< ; + ",2< 8 ,( )[ ]<<

"$ "$ ; <( )+ ,22 8 ,( )2" ,<< ; ","
2[ ]<

， （"F）

*2" 7 *"2 7 4$ ; E+
2"$ "$ ; <( )+ ; + 8$

"$ ,22 ; ,( )2"
8

+ 8( )$ "$,2< ; + ",2< 8 ,( )[ ]<<

"$ "$ ; <( )+ ,22 8 ,( )2" ,<< ; ","
2[ ]<

， （<5）

*2< 7 *"< 7 4$ ; E+
2"$ "$ ; <( )+ ; + 8( )$ $ ,2< 8 ,( )<< ; + ",2< 8 ,( )[ ]<<

$ "$ ; <( )+ ,22 8 ,( )2" ,<< ; ","
2[ ]<

， （<2）

*<2 7 *<" 7 4$ ; E+
2"$ "$ ; <( )+ ; + 8( )$ $ ,22 8 ,( )2" ; + ,22 8 ,2" 8 ,( )[ ]2<

$ "$ ; <( )+ ,22 8 ,( )2" ,<< ; ","
2[ ]<

， （<"）

*<< 7
> "+ ;( )$

2"$ "$ ; <( )+ 8 + 8( )$ $ ,22 8 ,2" 8 ",( )2< ; "+ ,22 8 ,2" 8 ,( )[ ]2<

$ "$ ; <( )+ ,22 8 ,( )2" ,<< ; ","
2[ ]<

， （<<）
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!!! " !## " ! $ " % #!!

!#!!
，

!&& " ’ !(( % !( )(’ ， （)!）

其中

" " ! *$ $ +( )!
& $ $ ’( )!

，

#(( " %(( $ ! ! $( )"
) ，

#)) " %)) $ ! ! $( )"
) ，

#(’ " %(’ $ ’ ’! %( )"
) ，

#() " %() $ ’ ’! %( )"
) ，

#!! " %!! $ " ,
这里 %((，%(’，%()，%)) 和 %!! 均为六方晶系结构单晶体

的弹性常数，$ 和!分别为多晶体材料的体积弹性

常数和剪切弹性常数 ,
)）- 弹性常数的推导 , 根据 ./012/ 模型［’］可

知，多晶体材料中一个球形单晶体内的应变"3 由两

部分组成，因而由（’!）和（’&）式可得

"3 ""4 $"— " &5 $!( )’#4 , （)#）

利用上述 62788 模型的推导方法，由六方晶系结构

单晶体所构成的多晶体材料的含有晶面指数的 -
弹性常数最终可得

( $$( )( -
" ( $$( )( 9

$ (
’ ’ !(( % !(’ % !( )()

% )’

’ # !(( % !(’ % ! !() % !)( $ !)) % ) !( )!!

$ ))!

’ !(( % !() % !)( $ !)) % !( )!! ，（)&）

% $( )( -
" % $( )( 9

$ (
’ !(’ $ !( )() $ )’

’

: !(( % !(’ % ’ !() $ !)( $ !)) % !( )!!

% )!

’ !(( % !() % !)( $ !)) % !( )!! ， （);）

其中
( $$( )( 9

和 % $( )( 9
为多晶体材料的机械弹

性常数，其值将在后面给予确定 , 经比较，（)&）和

（);）式的结果与文献［(］中 < 射线弹性常数完全符

合 ,进一步可得

(- *，+，( )) " (
(( )( 9

$ !(( % ’!(( % !() % !)( % !( )!! )’ $ !(( % !() % !)( $ !)) % !( )!! )!
， （)+）

$- *，+，( )) " %
% ’ $( )( 9

$ !(’ $ !() $ !(( % !(’ % ’!() $ !)( $ !)) % !( )!! )’ % !(( % !() % !)( $ !)) % !( )!! )!

’ (( )( 9
$ !(( % ’!(( % !() % !)( % !( )!! )’ $ !(( % !() % !)( $ !)) % !( )!! )[ ]!

，

（)*）

!- *，+，( )) " (
, ， （!4）

式中

, " ’ ( $$( )( 9
$ ’ !(( % !(’ % !( )()

% # !(( % !(’ % ! !() % !)( $ !)) % ) !( )!! )’

$ ) !(( % !() % !)( $ !)) % !( )!! )! ,
!）机械弹性常数 ,为求解多晶体材料的机械弹

性常数，我们参照文献［’］的方法对（)&）和（);）式表

示的 - 弹性常数进行三维空间取向平均，并使其含

有 !-. 项的部分总和为零，自协调关系式如下：

; !(( % # !(’ % ’ !() % ’ !)( $ ’ !)) $ ) !!! " 4，（!(）

!(( $ # !(’ $ ! !() $ ! !)( $ !)) % !!! " 4 ,（!’）

整理后可得

! (+! $ /( )( "’ % ’ ’!!
’ $ ) /( % ’/( )’ ! % /[ ]) "

% +/’! $ )/( )) ! " 4， （!)）

"’ $ /! " $ /( )# ’ !’! $ /( )([ "

% )/( % (4/( )’ ! % )&! ]’

% !! &" $ /( )’ " $( )! ’" $ /( )! " 4， （!!）

其中

/( " ’ %(( $ %(’ $ ’%( )() $ %))，

/’ " %(( $ %(’ $ ’%)) % !%()，

/) " ) %(( $ %( )(’ %)) % ’%’([ ]) ，

#(#+(’ 期 林 政等：具有六方晶系结构的多晶体材料弹性常数———- 弹性常数



!! " "!! #
"$$ % "( )$&

& ，

!’ " "!!
"$$ % "( )$&

& (

（!)）和（!!）式为含有未知数 # 和!的一组方程式，

求解该方程组并将其解代入

$ " !! &! % )( )#
) &# % )( )!

，

% " $&! &! % )( )#
’ ! % &( )# ，

"" *! % +#
’ ! % &( )#

即可求得由六方晶系结构的单晶体所构成的多晶体

材料的机械弹性常数 (
& ,&,), 根据 -./01 模型进行的分析

相对于坐标系 [ ]& ，六方晶系结构的单晶体其

应力与应变的关系为

##

#’

#(

$’(

$(#

$





















#’

"

"$$ "$& "$) 2 2 2
"$& "$$ "$) 2 2 2
"$) "$) ")) 2 2 2
2 2 2 "!! 2 2
2 2 2 2 "!! 2

2 2 2 2 2
"$$ % "( )$&





















&

3

%#

%’

%(

&’(

&(#

&





















#’

(

（!’）

将（!’）式代入文献［*］的（*）式并整理后得到

#)) " "$$ *&%# # +&%’ # *+&( )#’

# "$& *&%’ # +&%# % *+&( )#’ # ")) ,&%(

# "$) *& # +( )& %( # ,& %# #%( )[ ]’

# &"!! +,&’( # *,&( )(# ( （!4）

与文献［*］类似，依据 -./01 模型［!］，就多晶体材料在

某一晶面内进行取向平均后可得

#))5 " $
& &"$$ % "$& % "$) % ,& ’"$$ % "$& % ’"([ $)

# ")) % $&" )!! # ),! "$$ % &"$) # ")) % !"( ) ]!!

3 %$$ %%( ))) 6/7&’ # $
& &"$$ % "$& % "$) % ,[ &

3 ’"$$ % "$& % ’"$) # ")) % $&"( )!!

# ),! "$$ % &"$) # ")) % !"( ) ]!! %))

# $
& "$& # "$) # ,& "$$ % "$& % "$) # ")) % !"( )[ !!

% ,! "$$ % &"$) # ")) % !"( ) ]!! %$$ #%&& #%( ))) (
（!*）

将（!*）式和文献［*］的（4）式比较，可得含有晶

面法线（ ! "（*，+，,））的 5 弹性常数为

!5 *，+，( ), " $
! &"$$ % "$& % "$) % ,[ &

3 ’"$$ % "$& % ’"$) # ")) % $&"( )!!

# ),! "$$ % &"$) # ")) % !"( ) ]!! ，

（!+）

(5 *，+，( ), " $
& "$& # "$) # ,[ &

3 "$$ % "$& % "$) # ")) % !"( )!!

% ,! "$$ % &"$) # ")) % !"( ) ]!! (
（!8）

又因! " %
& $ #( )"

，( " &!"
$ % &"

，则进一步可得

$ #"( )% 5
" &

&"$$ % "$& % "$) % ,& ’"$$ % "$& % ’"$) # ")) % $&"( )!! # ),! "$$ % &"$) # ")) % !"( )!!
，

（’2）

% "( )% 5
" % "$& # "$) # ,& "$$ % "$& % "$) # ")) % !"( )!! % ,! "$$ % &"$) # ")) % !"( ){ }!!

"$$ # "$& # "$) % ,[{ & 3 "$$ # "$& % "$) % "( ) ])) &"$$ % "$& % "$) % ,[ &

3 ’"$$ % "$& % ’"$) # ")) % $&"( )!! # ),! "$$ % &"$) # ")) % !"( ) ] }!! ， （’$）

%5 *，+，( ), " "$$ # "$& # "$) % ,& "$$ # "$& % "$) % "( )[ ])) &"$$ % "$& % "$) % ,[{ &

3 ’"$$ % "$& % ’"$) # ")) % $&"( )!! # ),! "$$ % &"$) # ")) % !"( ) ] }!!

&"$$ # "$& # "$) % ,& )"$$ # "$& % )"$) % ")) % !"( )!! # ,! "$$ % &"$) # ")) % !"( ){ }!!

（’&）
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!! !，"，( )# "
$#$ % $#& % #$ $## ’ $#$ ’ $#& % $&& ’ ($( )(( ’ #( $## ’ $$#& % $&& ’ ($( )((

$$## % $#$ % $#& ’ #$ &$## % $#$ ’ &$#& ’ $&& ’ ($( )(( % #( $## ’ $$#& % $&& ’ ($( )((
)（*&）

多晶体材料的机械弹性常数应将 ! 弹性常数

进一步就（!，"，#）在整个三维空间进行取向平均

而得到，是与晶面指数无关的弹性参量 )通过计算可

得［##］#$ " #+& 及 #( " #+*，则多晶体材料的机械弹

性常数中的 !,-./ 模量 %、0,122,. 比!以及剪切模

量"分别为

"3 "
4$## ’ *$#$ ’ ($#& % $$&& % #$$((

&5 ， （*(）

#3 "
$## % *$#$ % 6$#& % $&& ’ ($((

#* ， （**）

# %!( )% 3
" #*

4$## ’ *$#$ ’ ($#& % $$&& % #$$((
， （*7）

’ !( )% 3
" ’ & $## % *$#$ % 6$#& % $&& ’ ($( )((

$ $## % $#$ % $$( )#& % $[ ]&& 8 4$## ’ *$#$ ’ ($#& % $$&& % #$$( )((
， （*4）

% "
$ $## % $#$ % $$( )#& % $[ ]&& 4$## ’ *$#$ ’ ($#& % $$&& % #$$( )((

& 9$## % *$#$ % ( &$#& % $&& % $( )[ ]((
，

!"
$## % *$#$ % 6$#& % $&& ’ ($((

9$## % *$#$ % ( &$#& % $&& % $( )((
) （*6）

以上就是根据应变一定的 :,1/; 模型得到的由六方

晶系结构单晶体所构成的多晶体材料的 ! 弹性常

数及其机械弹性常数的理论计算式 )
$ <$<(< 根据 =>?.@>A:,1/; 模型进行的分析

#）相互作用因子!& 的确定 )

与文献［4］类似，将相关参数代入文献［4］的

（&(）式并作进一步推导及化简，可得由六方晶系结

构单晶体所构成的多晶体材料的弹性常数的相互作

用因子 !’( 之非零项为

)## " )$$ " ( * %( )"
& ’ $* * %( )"

+## ’ +#$

’
$ * %( )" $*$ $ +## % +#$ % $+( )#& % +[ ]&& ’"* #5 +## % +( )#$ % 6+#& ’ +[ ]&& % ("

$ +## % +#$ % *+#& ’ 4+( ){ }&&

9 $* ’ &( )" +## % +( )#$ +&& ’ $+$
#[ ]&

，

（*9）

)#$ " )$# " $ $" ’( )*
& % $* * %( )"

+## ’ +#$

’
$ * %( )" $*$ $ +## % +#$ % $+( )#& % +[ ]&& ’"* #5 +## % +( )#$ % 6+#& ’ +[ ]&& % ("

$ +## % +#$ % *+#& ’ 4+( ){ }&&

9 $* ’ &( )" +## % +( )#$ +&& ’ $+$
#[ ]&

，

（75）

)#& " )$& " $ $" ’( )*
&

%
( * %( )" $*$ $ +## % +#$ % $+( )#& % +[ ]&& ’"* #7 +## % +( )#$ % $+#& ’ 4+[ ]&& % ("

$ ( +## % +( )#$ ’ 4+#& ’ +[ ]{ }&&

9 $* ’ &( )" +## % +( )#$ +&& ’ $+$
#[ ]&

，

（7#）

)&# " )&$ " $ $" ’( )*
&

%
( * %( )" $*$ $ +## % +#$ % $+( )#& % +[ ]&& %"* $ +## % +( )#$ ’ $5+#& ’ ##+[ ]&& ’ $"

$ +## % +#$ % *+#& ’ 4+( ){ }&&

9 $* ’ &( )" +## % +( )#$ +&& ’ $+$
#[ ]&

，

（7$）
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!!! "
# " $( )!

!

%
& " $( )! ’"’ ’ #(( $ #(’ $ ’#( )(! $ #[ ]!! %!" # #(( $ #( )(’ $ (##(! $ )#[ ]!! % ’!

’ # #(( $ #( )(’ % *#(! % #[ ]{ }!!

+ ’" % !( )! #(( $ #( )(’ #!! % ’#’([ ]!
，

（,!）

!## " !)) " " ### % " %( )!
###

，

!,, "
!(( % !(’

’ ， （,#）

其中

" " ! +$ $ &( )!
, $ $ ’( )!

，

#(( " %(( $ # ! $( )"
! ，

#!! " %!! $ # ! $( )"
! ，

#(’ " %(’ $ ’ ’! %( )"
! ，

#(! " %(! $ ’ ’! %( )"
! ，

### " %## $ " -
这里 %((，%(’，%(!，%!! 和 %## 均为六方晶系结构单晶体

的弹性常数，$ 和!分别为多晶体材料的体积弹性

常数和剪切弹性常数 -
’）. 弹性常数的推导 -
与文献［*］类似，利用上述 /0123 模型的推导方

法，由六方晶系结构单晶体所构成的多晶体材料的

含有晶面指数的 . 弹性常数最终可得

!. &，’，( )( "!4 $ (
# ’!(( % !(’ % !(! % ([ ’

5 )!(( % !(’ % #!(! % !!( $ !!! % (’!( )##

$ !(# !(( % !(! % !!( $ !!! % #!( ) ]## ，

（,)）

". &，’，( )( ""4 $ (
’ !(’ $ !(! $ ([ ’

5 !(( % !(’ % ’!(! $ !!( $ !!! % #!( )##

% (# !(( % !(! % !!( $ !!! % #!( ) ]## -
（,,）

这里，!4 为多晶体材料的剪切模量，"4 为多晶体

材料的 6789 常数 -其值将随后给予确定 -进一步可

以得到

( $#( )) .
" ’
#!4 $ ’!(( % !(’ % !(! % (’ )!(( % !(’ % #!(! % !!( $ !!! % (’!( )## $ !(# !(( % !(! % !!( $ !!! % #!( )##

，

（,*）

% #( )) .
" %

’"4 $ !(’ $ !(! $ (’ !(( % !(’ % ’!(! $ !!( $ !!! % #!( )## % (# !(( % !(! % !!( $ !!! % #!( )##

#!4 $ ’!(( % !(’ % !(! % (’ )!(( % !(’ % #!(! % !!( $ !!! % (’!( )## $ !(# !(( % !(! % !!( $ !!! % #!( )##

5 (
!"4 $ ’!* $ !(( $ !(’ $ !(! % (’ !(( $ !(’ $ !(! % ’ !!( % !( )!!

， （,&）

). &，’，( )( " !"4 $ ’!4 $ !(( $ !(’ $ !(! % (’ !(( $ !(’ $ !(! % ’ !!( % !( )[ ]!!

5
#!4 $ ’!(( % !(’ % !(! % (’ )!(( % !(’ % #!(! % !!( $ !!! % (’!( )## $ !(# !(( % !(! % !!( $ !!! % #!( )##

#"4 $!( )4 $ ’!(( $ !(’ $ !(! % (’ !!(( $ !(’ % !!!( % !!! % #!( )## $ (# !(( % !(! % !!( $ !!! % #!( )##
，

（,+）

#. &，’，( )( "
’"4 $ !(’ $ !(! $ (’ !(( % !(’ % ’!(! $ !!( $ !!! % #!( )## % (# !(( % !(! % !!( $ !!! % #!( )##

#"4 $!( )4 $ ’!(( $ !(’ $ !(! % (’ !!(( $ !(’ % !!!( % !!! % #!( )## $ (# !(( % !(! % !!( $ !!! % #!( )##
-

（*:）

!）机械弹性常数 -
为求解多晶体材料的机械弹性常数，对（,)）和

（,,）式进行三维空间取向平均，并使其含有 !+, 项的

部分总和为零，得到自协调关系式为

&()& 物 理 学 报 )& 卷



! !"" # $ !"% # % !"& # % !&" ’ % !&& ’ "% !(( ) *，

（!"）

!"" ’ $ !"% ’ ( !"& ’ ( !&" ’ !&& # ( !(( ) * +（!%）

整理后可得

( ",! ’ "( )" #% # % %(!
% ’ & "" # %"( )%[ !

# " ]& # # ,"%! ’ &"( )& ! ) *， （!&）

#% ’ "( # ’ "( )$ % (%! ’ "( )"[ #

# &"" # "*"( )% ! # &-! ]%

# (! -# ’ "( )% # ’( )! %# ’ "( )( ) *， （!(）

其中

"" ) % $"" ’ $"% ’ %$( )"& ’ $&&，

"% ) $"" ’ $"% ’ %$&& # ($"&，

"& ) & $"" ’ $( )"% $&& # %$%"[ ]& ，

"( ) $(( ’
$"" # $( )"%

% ，

"$ ) $((
$"" # $( )"%

% +

（!&）和（!(）式为含有未知数 # 和!的一组方程式，

求解该方程组并将其解代入

% ) (! %! # &( )#
& %# # &( )!

，

& ) "%! %! # &( )#
$ ! # %( )# ，

") !! # ,#
$ ! # %( )#

即可求得由六方晶系结构单晶体所构成的多晶体材

料的机械弹性常数 +

通过比较可知，（!&）和（!(）式与（(&）和（((）式所

得结果完全符合 +因此，对于由六方晶系结构单晶体

所构成的多晶体材料，由 ./012/345678 模型所得到的

机械弹性常数的计算结果与由 ./012/392:;; 模型所得

到的机械弹性常数的计算结果［<］完全相同 +

& = 数值算例

下面将根据上述结果，以 >1? 单晶体以及由其

所构成的多晶体材料为例进行具体的计算，以显示

本方法的适用性 + 在此，给出 >1? 单晶体的弹性常

数如 下［"&］：$"" ) %*< @AB，$"% ) "%* @AB，$"& ) "*(
@AB，$&& ) %", @AB，$(( ) ((=" @AB+ 依据本文的方法

所计 算 的 结 果 列 于 表 " + 由 表 " 的 数 据 可 知，用

./012/392:;; 模型或 ./012/345678 模型所得到的结果

恰好位于用 45678 模型和 92:;; 模型所得结果之间，

该结果与 C:/B［"(］的研究结果一致，因 C:/B 指出该

类研究中 45678 近似与 92:;; 近似将给出研究结果

的上限值与下限值 + DE261 等［"$］的研究结果也列于

表 " 中，其结果与用本文所得到的结果相近，差别的

产生是由于所采用的 >1? 单晶体的弹性常数不同 +
文献［"$］采用 >1? 单晶体的弹性常数为 $"" ) "<$=(
@AB，$"% ) """=% @AB，$"& ) <%=$ @AB，$&& ) "<<=,
@AB，$(( ) &<=- @AB，利用该值计算所得结果列于表

% +利用本文方法计算得到的 >1? 多晶体材料的 F
弹性常数与 ’% 的关系示于图 %—$ 之中 +

表 " >1? 多晶体材料的机械弹性常数

模 型 "
& GHAB# " （" ’"）

& GHAB# " &G@AB " ! I @AB %G@AB # I @AB

45678 %=!---* "*=-%%* "%!=&*$ *=&$%%* (!=*!&* "(&=$$- ""%="!&

92:;; %=,*,<* "*=!(<* "%$=<(" *=&$&,* (-=$"-* "(&=$%( ""%=$"(

./012/392:;; 或

./012/345678
%=!,!!$ "*=-,$$ "%-=-", *=&$%<, (-=!<%( "(&=$&< ""%=&($

文献［"$］ — — ""-=$ *=&&, (&=$ — <"=*

表 % 利用文献［"$］的数据计算得到的 >1? 多晶体材料的机械弹性常数

模 型 "
& GHAB# " （" ’"）

& GHAB# " &G@AB " ! I @AB %G@AB # I @AB

45678 %=<$%( ""=&<& "",=(!$ *=&(<, (&=,,! "&"=((( "*%=",!

92:;; &=*"-( ""=$,, ""-=--< *=&$"< (&="$* "&"=&*< "*%=$(&

./012/3 92:;; 或

./012/345678
%=<,(! ""=(<" ""!=$$( *=&$*< (&=$"" "&"=&!( "*%=&--
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图 ! " #( )![ ]! "
与 #! 之关系曲线（根据 $%&’’ 模型和 ()*+,

模型）

图 - . !( )! /
与 #! 之关系曲线（根据 $%&’’ 模型和 ()*+, 模

型）

图 0 " #( )![ ]! /
与 #! 之关系曲线（根据 1234%25$%&’’ 模型

和 1234%25()*+, 模型）

图 6 . !( )! /
与 #! 之关系曲线（根据 1234%25$%&’’ 模型和

1234%25()*+, 模型）

07 结 论

本文利用文献［8］所提出的 / 弹性常数，将其

应用于具有六方晶系结构的多晶体材料，推导了六

方晶系结构多晶体材料的 / 弹性常数 9通过 :4; 单

晶体以及由其所构成的多晶体材料为例与具有六方

晶系结构多晶体材料的 < 射线弹性常数进行了比

较 9（"）通过应力一定的 $%&’’ 模型和建立在其上并

考虑 到 物 体 中 不 同 领 域 之 间 相 互 作 用 的 1234%25

$%&’’ 模型所求出的 / 弹性常数与由 $%&’’ 模型和

1234%2［=］模型而得到的 < 射线弹性常数是相同的 9
（!）运用 / 弹性常数这一参量，由 1234%25()*+, 模型

所得 到 的 机 械 弹 性 常 数 的 计 算 结 果 与 由 1234%25

$%&’’ 模型所得到的机械弹性常数的计算结果完全

相同 9（-）本文中首先以某一晶面的面法线为轴，在

该晶面内进行 -=>?取向平均得到 / 弹性常数，然后

再将该晶面法线就整个三维空间进行取向平均得到

两次平均的结果，此结果与由晶体坐标系就整个三

维空间所进行的一次平均的结果完全相同 9（0）运用

/ 弹性常数进一步推导出的多晶体材料整体的机械

弹性常数的表达式与 14%%2 的研究结果［"］中的表达

式虽然形式不同，但对具体材料进行计算的结果却

完全符合 9
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!+./!+ 期 林 政等：具有六方晶系结构的多晶体材料弹性常数———T 弹性常数


