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将在热加工及热处理过程中发生相变的材料考虑为热弹塑性的多相混合物，基于连续介质物理学及含内变量

的不可逆热力学，推导出考虑相变的热弹塑性本构方程 (根据一组不同温度水平下的高温短时拉力试验，确定本构
方程中的材料参数及其随温度的变化关系 (同时，提出了考虑相变的热传导方程和计及应力影响的相变动力学方
程 (基于这些方程编制相应有限元分析程序，用其分析计算了 &)*&$+,-.不锈钢管通的焊接残余应力分布 (计算所
得结果与通过 /射线衍射测试的实验结果具有较好的一致性 (
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& E 引 言

在焊接、铸造及锻造等热加工以及淬火、回火等

热处理过程中，材料内部的力学及热学量往往具有

复杂的热力耦合关系［&］（图 &），不同相之间也将发
生各种转变 (建立恰当的数学模型和计算方法分析
在热加工及热处理过程中材料的复杂热力耦合关系

以及相变的影响，对于选择材料及工件尺寸、确定工

艺规范以及提高加工质量等都具有十分重要的理论

及实用意义［$］(近年来，已有许多研究者用数学模型
及科学计算方法对材料的热加工及热处理过程进行

了研究，尤其是对热加工及热处理过程中的内应力

及残余应力的研究已取得许多进展 ( F@-C?等［’］分析
了几种碳钢在淬火及回火过程中的相变动力学和热

传导规律及弹塑性应力 (+9@G等［"］建立了涉及相变
的黏弹塑性本构关系，并用于焊接内应力的分析 (刘
琳娜等［0］基于材料内变量及相变理论，提出不含屈

服面的内时本构方程，并用其分析了 $)*&’ 不锈钢
在淬火工艺后的残余应力 ( H?@G等［4］采用热弹塑性
有限元模型预测了 %)*&,-钢管的焊接残余应力，分
析了相变对材料弹塑性行为的影响 ( )9- 等［1］基于
气体保护焊焊接过程中相的状态重构，计算和分析

了在焊接过程中焊接热流的近似熵和它的标准偏

差 (孙俊生等［5］考虑双面电弧焊接熔池几何形状的
力学因素，建立了熔池表面变形的控制方程，并采用

曲线坐标系建立了焊接传热的数学模型 (刘浩等［%］

采用分子动力学方法模拟了铜7铝扩散焊过程，分析
了理想平面铜7铝试件（##&）晶面间扩散焊的过渡层
厚度，并利用径向分布、键对分析方法分析在不同降

温速率下过渡层的结构变化 (然而，在分析包含焊接
的热加工及热处理过程中的材料热力学行为方面，

相当多的物理及力学模型没有考虑温度、相变及应

力之间的相互影响和作用，且建立的材料本构模型

大多基于经典弹塑性理论或经典黏塑性理论 (本文
基于连续介质物理学以及含内变量的不可逆热力

学，通过引入热力学相容的机械模型，推导出考虑温

度及相变的非经典热弹塑性本构方程 (同时提出了
考虑相变的热传导方程和考虑应力的相变动力学方

程 (发展与这些控制方程相应的有限元数值分析程
序，用其分析计算了 &)*&$+,-.不锈钢管通的焊接
残余应力 (计算得到的结果与实测结果具有较好的
一致性 (

$ E 考虑相变的热弹塑性本构方程

根据连续介质物理学理论，假设在热加工及热

处理过程中发生固体相变的材料是由奥氏体、珠光
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图 ! 温度、金相组织及应力之间复杂的耦合关系

体、马氏体等若干种组元组成的混合物，该混合物的

不可逆热力学状态可以用应变分量!!"、热力学温度

#、$ 个独立的表征位错等不可逆变形状态的内变
量 %&（ & " !，#，⋯，$）和 ’ 个独立的组元体积分数

"(（ ( " !，#，⋯，’）来描述 $如果记"( 为第 (种组元

的体积分数，由连续介质物理学混合物理论可知，材

料的物理性质和力学性质 ) 可以表示为各组元相
应性质 )( 的线性组合，即

) " !
’

( " !
"()(， （!）

图 # 热力学相容的机械模型 （%）机械模型，（&）模型中第 & 种耗散机制的详细标注

且

!
’

( " !
"( " !$

该混合物的 ’()*+,)-.自由能#可以表示为

# "#!!"，#，%&，"( )( $ （#）
由

$!" " !#!!!"
（/）

可得

$!" "!
*

( " !
"($(!"，

+!" "!
*

( " !
"(+(!"，

$,, " !
*

( " !
"($(,,，

（0）
即混合物总的应力可以按组元体积分数由组元应力

的加权和求得 $
假设混合物中第 ( 种组元具有初始各向同性、

塑性不可压缩性质，为得到各组元的本构方程及求

得其对应的应力，可采用图 #所示热力学相容的机
械模型［!1］$图 #中 -（ &）

( 和 .（ &）
( 分别为弹性元件和塑

性阻尼滑块元件，它们分别代表了第 ( 种组元在弹
塑性变形中的第 & 种耗散机制 $弹性元件具有刚度
-（ &）

( ，塑性阻尼滑块元件具有黏性 .（ &）
( ，它们都与材

料内部随机的微观结构密切相关 $在大变温条件下，
-（ &）

( 和 .（ &）
( 又与温度密切有关 $图 #中力学量 +(!"为

应力张量偏量，/!"，/(!"和 /2!"分别为应变张量的偏量
及其弹性和塑性分量，0（ &）

(!" 和1（ &）
(!" 分别为第 ( 种组元

的第 & 种内变量（广义位移）的偏量和相对应的广义
内摩擦力 $由图 #（%）可知

+(!" " 1（1）(!" 3!
$

& " !
1（ &）

(!" $ （4）

由图 #（&），对于弹性元件有
1（ &）

(!" " -（ &）
(（#） /2!" 5 2（ &）( )(!" （ & " !，⋯，$），（6）

/2!" " /!" 5 /(!" " /!" 5
+(!"

#3(
， （7）

式中 3( 为第 ( 组元的剪切弹性模量 $对于塑性阻尼
滑块元件有

1（ &）
(!" " .（ &）

4（#）
82（ &）

(!"

8 5(

" .（ &）
(（#）2·（ &）

(!" （ & " !，⋯，$）$ （9）
这里 5( 为第 ( 组元的广义时间［!!］，它取决于等效塑
性应变增量和材料强弱化性质，并可定义为
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! !" " !!
#"（!）
， （#）

式中

!! " !$$

!! !!

%& ，

#"（!）" ’" %（’" % &）’%""!
（&(）

分别为等效塑性应变增量、第 " 组元的材料强化函
数 )将（*）式对 !" 微分，并结合（+）式可得

()（ *）
"%& ,#（ *）

"（+）)（ *）
"%&

" ’（ *）
"（+）$·$%& ,

!’（ *）
"（+）
!+

(+
)（ *）

"%&

’（ *）
"（+）
， （&&）

式中

#（ *）
" "

’（ *）
"（+）

,（ *）
"（+）)

（&-）

参照文献［&(］的方法，设!!" 为有限增量（!!" " !"
% !"-），可得 )（ *）

"%& 的有限增量为

!)（ *）
"%& " )（ *）

"%&（ !"-,&）% )（ *）
"%&（ !"-）

" .（ *）
"（+）!$%& , /（ *）

"%&（+）!!"
% ’（ *）

"%&（+）!+， （&.）
式中

.（ *）
"（+）" ’（ *）

"（+），

/（ *）
"%&（+）"#（ *）

"（+）)（ *）
"%&（ !"-），

’（ *）
"%&（+）" % &

’（ *）
"（+）

"’（ *）
"（+）
"+ )（ *）

"%&（ !"-）)

（&/）

由（0）式可得

!0"%& ""
1

* " (
!)（ *）

"%&

" ."（+）!$$%& , /"%&（+）!!"
% ’"%&（+）!+， （&0）

式中

."（+）""
1

* " &
.（ *）

"（+），

/"%&（+）""
1

* " &
/（ *）

"%&（+）， （&*）

’"%&（+）""
1

* " &
’（ *）

"%&（+）)

由（1）式，（&0）式还可写成

!0"%& " -2$"（+）!$%& , +$"（+）/"%&（+）!!
% +$"（+）’"%&（+）!+， （&1）

式中

+$"（+）" & ,
."（+）
-2"（+( )）

%&

，

-2$"（+）" ."（+）+$"（+）)
（&+）

（&0）和（&1）式即为混合物第 " 组元偏量部分的增量

本构方程 )关于体量部分的本构方程，应包含热应变
和相变应变增量的影响，此时有

!$"33 " .4"（+）!%33 % 5"!+， （&#）
式中

5" " #4"（+）#"（+）, #4"（+）"#"（+）
"+ +

% $"33

4"（+）
"4"（+）
"+ ,""

!&"

!+ ) （-(）

这里 4" 为第 " 组元的体积弹性模量，#" 和"" 分别

为第 " 组元的平均线胀系数和母相变到生成相的线
胀系数，!&" 是对应于一个温度增量 !+ 的第 " 组元
的形成生成相的数量 )进一步，根据（/）式可以得到
混合物在连续冷却过程中，考虑相变的热弹塑性增

量本构方程

!0%& " -#6 $（+）!$%& ,$+ $（+）$/%&（+）!!
%$+7（+）$’%&（+）!+， （-&）

!$33 " .$4（+）!%33 %$5!+， （--）
式中

#6 $（+）""
-

" " &
&"2$"（+），

$+ $（+）""
-

" " &
&"+$"（+）， （-.）

$/%&（+）""
-

" " &
&"/"%&（+），

$’%&（+）""
-

" " &
&"’"%&（+），

$4（+）""
-

" " &
&"4"（+）， （-/）

$5 ""
-

" " &
&"5" )

在热力模拟试验机 2344534&0(( 上进行了一
组 /((—&(0( 6范围内 0个温度水平下的高温短时
拉力试验来确定奥氏体本构方程中的材料参数 ) 将
试件在试验机上加热至 &(0( 6，使其试验段奥氏体
化，然后迅速冷却至设计温度水平进行拉伸，对试验

数据进行拟合就得到 0组以温度为参量的奥氏体的
材料常数，进而拟合成温度的函数 )

. 7 考虑相变的热传导方程及计及应力
的相变动力学方程

!"#" 考虑相变的热传导方程

设所研究的由多相组成的混合物的内能密度’
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可以表示为泛函

! !!（"!"，#，$
（ %），#&）

（ % ! "，#，⋯，’；& ! "，#，⋯，(），（#$）
其在小变形下的热力学第一定律的率方程为

)! !$!" )"!" %%)$* & +!，!， （#’）

式中，$!" 为 ()*+,应力张量，%为质量密度，$* 为单

位质量的热生成量，+! 为单位面积的热流矢量 - 考
虑到在高温作用后的工件在其连续冷却过程中，材

料内 部 没 有 热 生 成，即 )$* ! .，又 注 意 到

+!，! ! /01!，由（#’）式可得

)! !$!" )"!" & /01! - （#2）

引入另一个热力学状态函数热焓 ,（"!"，#，$%，

#&）
［$，"#］，且有

), ! )! & )$!""!" &$!" )"!"， （#3）
进而有

), ! !,
!"!"
"!" %!

,
!#

)# %"
’

% ! "

!,
!$%

)$% %"
’

% ! "

!,
!#&

)#& -

（#4）
定义比热容及第 & 组元的相变潜热分别为

- !!,
%!#，

.& !!,
!#&
，

（5.）

由（#2）—（#4）式可推得

-%
!#
!/ % !,

!"!"
)"!" %"

’

% ! "

!,
!$%

)$% % )$!""( )!"

%"
(

& ! "
.&)#& % /01! ! .- （5"）

（5"）式中第一项表示内能的变化率，第二项表示变
形产生的热，第三项表示相变释放出的潜热，第四项

是与外界的热交换 - 此方程反映了相变、变形与温
度场的耦合作用 - 又由傅里叶导热定律

! ! &&6,7/#， （5#）
从而有

/01! ! &&/01（6,7/#）- （55）
这里&为材料的热传导系数 - 一般而言，在涉及高
温及相变的热加工及热处理过程中，材料由于变形

产生的热（即塑性功产生的热）与外界强烈的热交换

相比可以忽略不计，故可略去（5"）式中的第二项 -
又由连续介质物理学的混合物理论可知，材料的热

物理参数可由各组元的热物理参数表示，因而有

% !"
(

& ! "
#&%&，

- !"
(

& ! "
#&-&，

& !"
(

& ! "
#&&&，

（58）
式中%&，-& 和&& 分别为第 & 种组元的质量密度、热容
和热传导系数 - 将（58）式代入（5"）式，即得所求的
考虑相变的瞬态热传导方程

-%
!#
!/ %"

(

& ! "
.&)#& !&/01（6,7/#）- （5$）

在轴对称问题中，（5$）式可写成

&
-%
!# #
!%# %!#

%!% %!
# #
!0# & "

&"
(

& ! "
.&)#( )& !!#

!/ -（5’）

!"#" 计及应力的相变动力学方程

钢在高温作用后的连续冷却过程中（如淬火和

焊接），主要发生过冷奥氏体向马氏体的转变 - 过冷
奥氏体向马氏体的转变属于无扩散型的切变式转

变［$，"5］- 这种转变在连续冷却过程中高速进行，铁
和碳原子都不能进行扩散，而只发生铁的晶格重构 -
近年的研究表明，钢中有应力存在时，将引起奥氏体

钢过冷到马氏体转变温度 1 9 的变化
［"5，"8］- 这是因

为马氏体的热容较其他相大，转变时要产生体积膨

胀，拉应力状态必然会促进马氏体形成，从而表现为

使 1 9 升高，而压应力则会阻止马氏体形成 - 这里，
我们用如下公式表示马氏体的转变温度 1 9 随应力

的变化：

!1 9 !（2$: % 3$+）; 4， （52）
式中!1 9 为给定应力状态下 1 9 的变化，2 和 3 均
为材料参数，$: 为平均应力，$+ 为等效应力 - 参照
文献［$］，（52）式中的材料参数取为 2 ! $<8$ = ".&8

>?7&"，3 ! 5<’5 = ".&8 >?7&"，4 ! .<."" - 考虑应
力影响的相变动力学方程为

# ! " & +@A［’"（1 9 & #）%’#$: %’5 5";#
# ］-
（53）

这里 5# 为应力偏量的第二不变量，系数’"，’#，’5

取决于材料的性质，且

1 9 ! 1 9. %!1 9， （54）
式中 1 9. 为无应力作用下马氏体的开始转变温度 -

8 < 焊接残余应力的实验测定与有限元
计算分析

将 "B,"#C>DE不锈钢加工成外径为 ". ::、内

F 5# 物 理 学 报 $3卷



经为 ! ""及长度为 #$$ ""的管通试件后，在电子
束焊机中进行对焊（图 %），其焊接工艺如下：加速电
压为 &’ ()，电子束流为 * "+，灯丝电流为 ’ +，焊接
速度为 &$$ "","-.，转速为 #/ 0,"-.，焊接时间为
%1’ 2 3

图 % 不锈钢管通焊接示意图

焊接试件残余应力的测定在 4567!4型 8射线
衍射应力仪上进行，采用 90!!辐射，管压为 %$ ()，
管流为 #$ "+，衍射面为奥氏体（%##）晶面 3 为了测
定残余应力在焊缝处沿层深的分布，需用王水对试

件进行腐蚀剥层，每腐蚀剥离一层后随即进行残余

应力的测定 3
作为对热力学控制方程的实验验证，提出了相

应的有限元分析程序，对 #90#!:4;)不锈钢管通试
件的温度及焊接残余应力分布进行了分析计算 3 由
于试件的对称性，可取四分之一进行有限元计算分

析 3 计算中采用 <节点轴对称等参元 3 考虑到焊接
热循环特征，采用变步长计算，开始时取时间间隔

小，以后逐步加大 3 图 = 给出了管通试件表面温度
沿管通轴向的分布 3 由图 = 可见，温度在焊缝区达
到最大值，并随距焊缝距离的增加迅速减小 3 图 ’

图 = 管通表面温度沿轴向的分布

给出了试件轴向焊接残余应力沿径向的分布，图 &
给出了试件焊接残余应力沿试件表面的分布 3 由图
’和图 &可以看出，计算结果与试验结果相符较好 3

图 ’ 焊缝处沿径向的轴向残余应力分布

图 & 管通表面沿轴向的轴向残余应力分布

’1 结 论

在热加工及热处理过程中，金属材料在高温作

用下内部的力学及热学量往往存在复杂的热力耦合

关系 3 基于连续介质物理学理论以及含内变量的不
可逆热力学理论，通过引入热力学相容的机械模型，

推导出考虑温度及相变的材料热弹塑性本构方程 3
在热力学基本定理、金属物理学及合金相变理论基

础上，发展了考虑相变的热传导方程和计及应力的

相变动力学方程 3 这些方程构成了一组描述材料热
力学行为的控制方程 3 发展相应的有限元数值分析
程序，用其计算分析了 #90#!:4;)不锈钢管通的焊
接残余应力，得到的结果与实测结果具有较好的一

致性 3

专刊 陈 斌等：考虑相变的热弹塑性本构方程及其应用 5 %%
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