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应用转移矩阵方法求解三种不同量子阱体系中基于单带有效质量模型和包络函数近似下的一维定态薛定谔

方程 *首先，通过比较!型单量子阱 +,-.-/0+,-/0+,-.-/体系的解析解和数值解，该方法的精确性得到了验证 *其
次，与"型断代量子阱 -.12034-/0+,120-.12系统的光致发光谱实验结果比较证实了该方法的适用性 *最后，利用该
方法推广计算了基于 +,-/0+,-.-/材料的!型耦合多量子阱体系的子带能级和波函数，说明了方法的通用性和实
用性 *
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!国家重点基础研究发展计划（批准号："$$69:)"#)$#）资助的课题 *

! 通讯联系人 * 8;<,=.：>>?4@A BC?DEF* =//G* ,H* H4

% I 引 言

大半个世纪以来，半导体层状结构材料（如异质

结、量子阱和超晶格）中的量子物理机制一直受到人

们广泛的关注 *除了在高速微电子学器件（光探测
器、激光器、高迁移率晶体管等）上的工业应用外，这

些材料的模型体系还提供了很好的理论研究平台 *
在垂直于材料生长方向的层状面上，材料晶格有着

很好的平移对称性，电子在这些层状面上的运动可

以看成是准自由的，但是在生长方向上平移对称性

被破坏，导致一维附加局域势的产生，限制了电子在

生长方向上的运动 *因此，我们只需要在有效质量模
型和包络函数近似的框架下，应用简单的一维定态

薛定谔方程来研究这些层状材料中电子的量子化状

态（束缚态能量和波函数）*在最近几十年里，对用于
制造红外光电探测器件的#0$族半导体层状结构
材料的研究是一个比较活跃的领域［%，"］，除了大量的

实验工作之外［#—6］，理论工作也开展很多，主要用来

描述这些层状结构材料中电子态的量子物理性

质［)—&］*当这些层状结构材料用于器件设计时，能带
结构模拟变得相当重要，需要求解在单带或多带有

效质量模型和包络函数近似下的一维定态薛定谔方

程 *在大多数情形下，求解这样的一维薛定谔方程可
以用一些数值方法实现，如三点格式的有限差分方

法［(］和边值打靶方法［%$，%%］等 *
本文首先阐述了一维定态薛定谔方程的数值求

解方法即转移矩阵方法（ BE,4/J?E <,BE=K <?BCDL）［%"］，
这种数值理论方法非常适合于任意形状的一维限制

势量子阱体系 *然后利用该方法数值求解了!型
单量子阱 +,% M ! -.!-/0+,-/0+,% M ! -.!-/体系中的电
子子带能量和"型断代量子阱 -.12034-/0+,120-.12
体系中的空穴子带到电子子带的跃迁能量，与!型
单量子阱体系的解析结果和"型断代量子阱体系的
光致发光谱实验结果相比较，验证该数值理论方法

的精确性和适用性 *最后在该理论方法的基础上，推
广计算了基于 +,-/0+,-.-/ 材料的!型耦合多量子
阱体系中的子带能级和波函数，从而体现了转移矩

阵理论方法的通用性和实用性 *

" I 理论方法

为方便起见，考虑典型的!型半导体单量子阱
体系 -0:0-，即一块较薄的半导体材料层 :嵌在两
块较厚的半导体材料层 -之间形成一块三明治结
构 *假定两块材料的界面平行于 !;" 平面，则垂直于
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界面的方向为 ! 方向（通常称为生长方向），并且假
设材料 !的层厚为 "!，材料 "的层厚为 "" #在有效
质量近似下，每一种半导体组成材料的本征波函数

可以表示成一维包络函数和二维自由平面波的乘积

形式 #对于考虑的单量子阱体系，假定每一种组分半
导体材料的导带（价带）带边在 # $ % 是非简并的，
且带边电子（空穴）有效质量为标量 #沿着生长方向
（ ! 方向），导带底和价带顶的能带如图 &所示 #通常
需要分别计算导带电子和价带空穴全部的子带能级

和对应的子带波函数，但在此仅以导带电子为例，阐

述如何用转移矩阵方法求量子阱中的电子本征态即

子带能级和对应的子带波函数 #

图 & !型单量子阱 !’"’!体系的导带底和价带顶的能带示意图

在上述的简化和假定前提下，导带电子的包络

函数!（ !）满足有效质量近似下的一维定态薛定谔
方程
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子受到的限制势，%（ !）$ &,（ !），$!（ !）和 %（ !）均
为坐标 !的函数 #对于组分半导体材料 !或 "而言，
薛定谔方程（&
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式中，$!! 和 &!

,（$!" 和 &"
,）分别是组分材料 !（"）

的电子有效质量和导带带边能量 #按照有限元的思
想，将组分半导体材料 !（"）的层厚 "!（""）分成

’!（’"）等份，每等份的长度为#!（#"），一般而言，

’!（’"）很大，因此#!（#"）很小 #运用标准的转移
矩阵技术［&1］，可以得到如下系列的迭代关系：
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式中，#)
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, ( &）’") # 利用波函数在界面上满足 "879/768:;9<=8边界条
件［&>］，又可以得到如下的关系式：
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结合（1），（>）式，可以得到下列表达式：
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这里 !（&）称为转移矩阵，只是能量 & 的函数，其具体形式为
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式中等份长度!, #!" #! #（/%, 0 %"）*（/!, 0 !"）1
利用波函数在量子阱体系的最左端和最右端满足

2(3(%4567 边界条件",（ + %, + %" */）# ",（%, 0
%" */）# -，可得到体系的束缚态本征能量和波函
数，由此就求得导带电子的子带能量和对应的子带

波函数 1同理，价带空穴的子带能量和对应的子带波
函数也能求出 1

8 9 结果及讨论

在这个简单的理论模型中，需要用到量子阱体

系组分材料的一些最基本的性质参数，如材料的禁

带宽度、电子和空穴的有效质量 1表 $列出了!型单
量子阱体系和"型断代量子阱体系组分材料的禁带
宽度、电子和空穴有效质量等基本参数，表中 $-

# :9$-:$ ! $-+ 8$ ;< 为自由电子质量，组分材料
=>$ + &,5&,’的禁带宽度、电子和空穴的有效质量是
通过 ,5,’和 =>,’材料对应的性质参数线性插值得
到（=>$ + &,5&,’材料中 ,5元素的摩尔分数 & 取值在

-—$）1为了得到该部分的数值结果，还需要知道量
子阱体系组分材料之间导（价）带的带边能量不连续

值，亦即导（价）带的带阶（?>)@A&BB’67）1对于!型单

量子阱 =>$ + & ,5&,’*=>,’*=>$ + & ,5&,’ 体系，=>,’ 部
分是量子阱体系的活性区，=>$ + &,5&,’部分是体系
的势垒区 1 组分材料之间的导带带阶可以取为

#’C # ’,
C + D"

C # -9.E ! $9/FE& 6G，其 中 , 代 表

=>$ + &,5&,’材料，"代表 =>,’材料 1对于"型断代量
子阱 ,5H?*I),’*=>H?*,5H?体系，其导带底和价带顶
的能带如图 / 所示，体系的活性区部分是 I),’ 和
=>H?，两端的 ,5H?部分仍然是体系的势垒区 1组分
材料之间的价带带阶分别为［$J］#’G（,5H?*I),’）#
’,5H?

G + ’ I),’
G # -9$K 6G，#’G（ I),’*=>H?）# ’ I),’

G +
’=>H?

G # + -9J. 6G，#’G（=>H?*,5H?）# ’=>H?
G + ’,5H?

G #
-98K 6G1比较图 $，图 /可以明显地看出，"型断代
量子阱系统和!型量子阱系统的差别 1首先，两种量
子阱体系对电子和空穴的限制区域不同，前者体系

中的电子和空穴分别被束缚在不同的材料中，如电

子被束缚在 I),H中和空穴被束缚在 =>H?中，而后
者体系中的电子和空穴被限制在同一种材料（如

=>,’）中 1其次，前者体系的导带底和价带顶发生了
明显的交叠，即 =>H? 的价带顶比 I),’的导带底高
（大约高出 $J- L6G）［$J］，而后者体系的导带底始终
高于价带顶 1
为了验证上述方法的精确性，我们对不同 =>,’

表 $ !型量子阱体系和"型断代量子阱体系组分材料的性质参数

组分材料 ,5,’ =>,’ ,5H? I),’ =>,’ =>$ + &,5&,’

禁带宽度*6G /9.E8 $9F/. /98-- -9F$- -9K$- $9F/. 0 $9/FE&

电子有效质量*< -9$J-$- -9-.E$- -9$KJ$- -9-//$- -9-F$$- （-9-.E 0 -9-K8&）$-

空穴有效质量*< -9E.-$- -9./-$- -9:K-$- -98::$- -9/:.$- （-9./- 0 -9$F-&）$-

厚度的!型单量子阱 =>$ + & ,5&,’*=>,’*=>$ + & ,5&,’
体系中的电子子带能量本征值进行了计算，并与解

析理论结果［$.］作比较 1 ,5 的摩尔分数 & 取 -9EJ，
=>,’厚度取 /—/- )L，两端势垒区 =>$ + &,5&,’的厚
度固定为 /- )L，结果列于表 / 1从表 / 的数据对比
可以看出，数值结果相当可靠和准确，从而验证了转

移矩阵方法的精确性 1 对于"型断代量子阱
,5H?*I),’*=>H?*,5H?体系，固定 =>H?的宽度为 .-子

层（MN），两端势垒区 ,5H?的厚度为 K- MN，I),’的
厚度从 /9J MN 变化到 K9J MN1这里采用 MN 作单
位，$ MN # -9J(，其中 ( 为晶格常数 1我们计算不同
I),’厚度下体系的跃迁能量，并与光致发光光谱实
验结果［$E］作了比较，图 8分别给出了理论结果和实
验结果 1从图 8可以看出，理论结果和实验结果符合
得较好，由于实验结果是直接从分子束外延方法生

长的样品上测量得到，从而证实了该理论方法的适

H /.K 物 理 学 报 JK卷



表 ! 在不同 "#$%厚度的!型单量子阱 "#&’!($)&’*($%+"#$%+"#&’!($)&’*($%

体系中的电子子带能量本征值

"#$%
厚度+,-

解析解 数值解

!. +-/0 !! +-/0 !. +-/0 !! +-/0

! !*&’*1( — !*&’*11 —

2 .!3’2(. (.!’434 .!3’2(! (.!’431

1 *(’**( 4&*’&!4 *(’**( 4&*’&!1

5 23’**( !&.’.** 23’**( !&.’.*3

.& 4(’!&( .2.’5(. !(’!&( .2.’5(4

.! !1’!.5 .&(’2.. !1’!.5 .&(’2.!

.1 .1’.(3 12’5.! .1’.(3 12’5.4

!& .&’323 24’513 .&’323 24’513

图 ! "型断代量子阱 $)67+8,$6+"#67+$)67体系的导带底和价

带顶的能带示意图

图 4 跃迁能量的数值理论结果和实验结果的比较

用性，可以为量子阱光电器件设计提供一些理论上

的能带结构模拟和预测 9
当阱与阱之间存在耦合时，多量子阱体系中电

子和空穴的本征态与单量子阱有着很大的不同 9图
2（#）给出了一个含 .& 个阱的多量子阱体系的能带
示意图，" 是体系生长方向的坐标 9取 # : &’!，中间

活性区的势阱材料 "#$%和势垒材料 "#. ; #$)#$%的
厚度均为 ( ,-，两端势垒区材料 "#. ; #$)#$%的厚度
为 !& ,-，我们计算了该体系中电子和空穴的基态
子带波函数，结果示于图2（7）9从图2（7）可以看出：
（.）由于阱与阱之间的耦合，电子和空穴的波函数
在相邻阱中存在明显的交叠；（!）电子和空穴的概

图 2 含有 .&个阱的多量子阱体系导带 !< 和价带 !0 的能带

示意图及体系中电子和空穴的基态子带波函数 （#）能带示意

图，（7）基态子带波函数
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率分布在每个阱中是不相等的，这个特点与无限长

度的周期性超晶格明显不同（超晶格中电子和空穴

在每个阱中的概率分布相等），这是由多量子阱的有

限长度效应引起的；（!）空穴的基态波函数比电子
更局域一些，这是由于电子的有效质量比空穴的有

效质量小（见表 "），导致空穴受到的束缚作用比电
子大 #由此可知，任意一个耦合多量子阱体系中的电
子态都可以用转移矩阵方法求得 #实际上，由于转移
矩阵方法是按照有限元思想来实现，因此只要给定

一维势的形状，用该方法就可以求出体系的全部电

子态，如研究量子阱体系在外电场作用下的量子

$%&’(效应［")］、求解与泊松方程耦合后的一维薛定谔
方程［"*］、计算多势垒在有无电场下的共振隧穿系

数［+,］等 #这里我们主要阐述一种基本的数值方法，
并未涉及如上所述的具体应用计算 #

- . 结 论

本文利用转移矩阵方法求解了三种不同量子阱

体系中的一维薛定谔方程，通过与解析理论结果和

实验结果的比较以及对该方法的推广应用，说明了

转移距阵方法的精确性、适用性和通用性 #该方法最
大的优点在于，只要给定量子阱体系中电子或空穴

受到任意形状的一维限制势，体系的束缚态本征能

量和波函数便可以完全求出，即求解了该势场下体

系的一维薛定谔方程 #
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专刊 李龙龙等：转移矩阵理论及其在#P$族半导体量子阱体系中的应用 H .61


