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建立了在低 ’()*+,数条件下三维溶质枝晶生长的数值模拟模型 -该模型采用 ./0和 1,+234+5)0 提出的溶质平衡
方法，即根据固6液界面的平衡浓度和实际浓度之差计算固6液界面演化的驱动力 -界面的平衡浓度由界面温度和曲
率所确定，实际浓度通过采用有限差分法对溶质扩散控制方程进行数值求解而获得 -该方法能够合理定量地描述
枝晶从初始的非稳态到稳态的生长过程，并且具有较高的计算效率 -为了描述具有不同晶体学取向的三维枝晶生
长，提出了一种权值平均曲率算法用于计算固6液界面的曲率，在权值平均曲率的算法中耦合了界面能各向异性的
因素 -该算法简单易实现，并易于从二维推广到三维系统 -为了对模型进行验证，将模拟的枝晶尖端稳态生长数据
和理论模型的预测结果进行了比较 -结果表明，模拟的 7*8"9,:;0合金枝晶尖端稳态生长速率和半径随过冷度的
变化接近于 <=>,?48@*=)A5B348C0DE解析模型的预测结果 -模拟分析了稳态枝晶尖端的形貌，发现三维枝晶尖端是非
轴对称的，以四次对称的方式偏离旋转抛物面 -最后，应用所建立的模型模拟出具有发达分枝和不同晶体学取向的
三维等轴多枝晶生长形貌 -
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# N 引 言

随着凝固理论和数值模拟技术的不断发展，凝

固过程中微观组织形貌的模拟研究已成为可能并日

趋完善 -近年来二维枝晶生长的数值模拟研究已取
得了很大的进展，相比较之下三维枝晶模拟的难度

仍然较大 -数值模拟基于数学物理模型，在现今描述
合金凝固组织的数学物理模型中，总体上可分为相

场（’F）模型和尖锐界面模型两大类 -
’F模型利用能量密度泛函统一处理各种复杂

的热力学体系问题，自动生成弥散的界面 -国内外已
开展利用各种 ’F模型模拟纯物质或合金中三维枝
晶生长的研究［#—G］-但是，’F 模型的界面厚度约束
限制了其模拟尺度，而且为了缩短计算时间，’F模
拟常采用高于常规铸造工艺条件下的大过冷度 -目
前 ’F方法对三维枝晶的模拟研究主要针对纯物质
单枝晶的定量模拟［#］，或对合金中的单枝晶和多枝

晶的形貌进行定性模拟［"—G］-

尖锐界面模型有元胞自动机（;7）方法、水平集
（<1）方法、界面追踪方法 - O34 和 .3P3D35［H，I］运用 <1
方法追踪界面，模拟了纯金属和合金凝固的三维枝

晶形貌 -但 <1方法需要在每一时间步长下重新初始
化 <1函数和延拓界面法向速度，因此算法较复杂、
计算效率较低 - ;7方法能模拟实验所观测到的各种
凝固微观组织特征且算法较简单，具有较高的计算

效率，已发展出各种 ;7模型，成功模拟了实际铸件
凝固条件下单枝晶自由生长和多枝晶的竞争生长过

程［$—#&］-但至今 ;7 方法的三维枝晶模拟主要还局
限于定性的形貌模拟 -
将尖锐界面模型从二维推广到三维的关键问题

是合理描述与界面能各向异性相关的三维枝晶沿不

同择优取向生长 -根据界面的 @=PP58O/?B5?4 关系，
晶体生长的曲率过冷度取决于包含了界面能各向异

性作用的权值平均曲率 -在界面物理化学中，权值平
均曲率被定义为各向异性界面能对界面面积的一阶

变分导数［##］-在三维空间中，用曲率线网作为参数
曲线网（!，"），权值平均曲率可以表示为

第 G$卷 专刊 "&&%年 H月
#&&&8Q"%&6"&&%6G$（专刊）61"I$8&I

物 理 学 报
7;O7 ’RS1T;7 1TUT;7

V?*-G$，1>+)=3*，W04+，"&&%
!

"""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""
"&&% ;/=4- ’/X5- 1?)-



!!" # "（#$）%!
& "（#$）
!!( )& !’

% "（#$）%!
& "（#$）
!"( )& !&， （’）

式中，"（#$）是界面能各向异性参数，!’和 !&分别为

沿!和"两个主方向上所对应的主曲率 (对于利用
欧拉方法描述的三维枝晶生长问题，仅有每一时刻

三维空间界面上的固相分数信息，而不能用确定的

参数方程进行描述 (因此，求解（’）式的难度很大 (
本文在 )* 方法基础上，建立了一个适用于模

拟低 +,-./0数条件下溶质枝晶生长的三维模型 (该
模型采用 123和 40/567/8-3（14）［’&］提出的界面溶质
平衡方法计算枝晶生长动力学 (为了描述不同择优
取向的三维枝晶生长，提出了一种计算界面权值平

均曲率的新算法 (该算法基于求解 )6279:;55<67 向
量!在直角坐标系下的曲面散度

［’=，’>］，为计算三维

各向异性晶体生长的曲率过冷度提供了一种易于实

现的新途径 (

& ? 模型与算法

!"#" 模型描述

本文工作针对二元合金在低 +,-./0数条件下溶
质枝晶的生长，将三维计算区域划分为均匀的正方

体网格，每个网格被赋予多个不同的变量，如温度、

浓度、固相分数等，并标明其状态，如液态（ $ 8 # @），
固态（ $ 8 # ’）或界面（@ A $ 8 A ’，其中 $ 8 为固相分
数）(在模拟开始时，计算区域内充满了具有相同初
始温度和浓度的液相，将一个或多个给定了随机择

优取向的晶核放置于计算区域中 (当晶核处于过冷
溶体中时，对于液相线斜率为负的亚共晶成分合金，

晶核界面上的局部平衡液相成分大于局部实际液相

成分 (为了达到平衡成分，晶体开始生长 (因此，界面
局部平衡液相成分和实际液相成分之差为晶体生长

提供了驱动力，这就是 14模型中用溶质平衡方法计
算枝晶生长动力学的基本思想［’&］(在 14模型中，界
面局部平衡液相成分由界面温度和曲率所确定，而

实际液相成分则通过在整个区域中求解溶质扩散方

程获得 (考虑到铝铜合金的热扩散系数比溶质扩散
系数大 >个数量级左右，可以认为在一个微观的计
算区域内热扩散能够充分进行，枝晶生长主要受溶

质扩散所控制 (因此，为了减少三维模型的计算量，
我们对模型进行简化：假定在计算区域内温度场均

匀恒定或以一定的冷却速度下降，从而不需耦合温

度场计算而只需求解枝晶生长过程中的浓度场变

化 (下面介绍计算浓度场、枝晶生长动力学和界面权
值平均曲率的控制方程及算法 (

!"!" 浓度场计算

在枝晶生长过程中，根据 %8 # &% . 计算固B液界
面处的溶质再分配，其中 & 为恒定的溶质分配系
数 (溶质扩散方程为

!%’

!( #

"

·（)’

"

%’）% %’（’ C &）!
$ 8
!(， （&）

式中，( 为时间，%’ 为成分，)’ 为溶质扩散系数，下

标 ’ 表示固相、液相，即 ’ # 8，. (方程（&）的右边第二
项表示固B液界面处排出的溶质量 (方程（&）采用显
式有限差分法进行求解，差分时间步长由液相中溶

质扩散系数 ) . 所确定 (

!"$" 生长动力学和固相分数的计算

根据以上模型描述，枝晶生长速率正比于固B液
界面平衡液相成分与实际液相成分之差 (根据界面
的溶质平衡条件，在一个时间步长"( 中，固B液界面
网格中的固相分数增量"$ 8 可由下式计算：

"$ 8 #（%/D
. C % .）B［%/D

.（’ C &）］， （=）
式中，%/D

. 为固B液界面处液相的平衡成分，% . 为固B液
界面处液相的实际成分，通过求解溶质扩散方程（&）
获得 (再根据固相分数增量，由 *# #"$ 8"+ B"( 计算
界面的生长速率，其中"+ 为空间步长，"( 为时间
步长 (在 ( # (# 时，如果界面网格的固相分数 $ 8 # ’，
界面网格完成凝固 (此时网格状态改变成固相，再重
新显式追踪界面 (实际的固B液界面前沿由每个界面
网格中的固相分数隐式确定 (根据固B液界面处热力
学平衡的 EFGG89H2;<8;7关系，（=）式中的固B液界面
处的液相平衡成分 %/D

. 可由下式计算：

%/D
. # %@ %

,!. C ,/D
.，@

- .
%#

!!"

- .
， （>）

式中，,!. 为界面温度，,/D
.，@为 %@ 初始成分合金的平

衡液相线温度，- . 为液相线斜率，# 为 EFGG89
H2;<8;7系数，!!"为耦合了界面能各向异性因素的

固B液界面的权值平均曲率，其算法在下面进行详细
讨论 (

!"%" 固&液界面权值平均曲率和界面能各向异性计算

在本文中我们不直接求解（’）式，而是通过计算
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!"#$%&’(()"$向量!的曲面散度来得到权值平均曲
率［*+，*,］

!-. / 0

!

"·!（#1）， （2）
式中

!

"为曲面散度算符 3由（2）式计算得到的权值平
均曲率 !-.完全等同于（*）式 3 !"#$%&’(()"$向量!
可以表示为

!（#1）/

!4 !

$" ·%（#1( )）， （5）
式中 %（ #1 ）为界面能各向异性参数，是固6液界面法
向量 #1 的函数 3对于具有四次对称性的立方晶系，
%（#1）可以表示为

%（#1）/ * 0 +( )! * 7 ,!
* 0 +!

#,
& 7 #,

’ 7 #,( )[ ]( ，

（8）
式中，!为界面能各向异性系数，固6液界面单位法
向量 #1 /

!

$"

!

$" / #&! 7 #’" 7 #(#，在直角坐标系
中的三个分量分别为

#& /"& $ 9

!

$" ，

#’ /"’ $ 9

!

$" ，

#( /"( $ 9

!

$" 3
定义 )! #,

& 7 #,
’ 7 #,

( ，可得到（2）式的展开形式为

!-. / 0

!

9·!（#1）/ +! 0( )* "&#& 7"’#’ 7"(#( )(
0 ,:! #;

&"&#& 7 #;
’"’#’ 7 #;

("(#[ ](
7 *;!) "&#& 7"’#’ 7"(#( )(
7 *;! #&"&) 7 #’"’) 7 #("([ ]) 3 （:）

（:）式可以在直角坐标系下根据界面的固相分数梯
度直接求解 3值得一提的是，用（:）式计算的权值平
均曲率可以统一处理计算二维和三维界面曲率过冷

度的问题，算法也很简便 3

+ < 结果及讨论

!"#" 过冷熔体中单枝晶的生长形貌

应用所建立的模型模拟了 =>%;?@A !B 合金在
过冷熔体中自由单枝晶的生长 3计算区域由 ;2C D
;2C D ;2C个均匀正方体网格组成，取界面能各向异
性系数!/ C<C+，其他 =>%!B合金的物性参数参照文
献［*2］3在模拟开始时，将一个浓度为 *+C的晶核置

于计算区域的中心，其他网格充满了初始浓度为

+C 的液相 3图 * 为在过冷度!, / ;<2 E 和两种不
同网格尺寸（!& / C<;，* #)）条件下，模拟得到
=>%;?@A!B合金的单枝晶形貌 3由于所采用的网格

数相同，在!& / C<;#)时的实际物理区域较小，得
到无二次分枝的针状枝晶形貌；而当!& / *#)时，
实际的物理区域相对较大，从而形成了具有发达二

次分枝的枝晶 3

图 * 模拟得到 =>%;?@A!B合金在过冷度!, / ;<2 E
熔体中的单枝晶形貌 （"）针状枝晶（!& / C<;#)），

（F）具有发达二次分枝的枝晶（!& / *#)）

!"$" 模拟结果与 %&’理论模型的比较

为了将模型进行定量验证，将模拟得到的

=>%;?@A!B合金针状枝晶尖端稳态生长数据与
GHI@’$%J>HKL9)"$%EBMN（GJE）理论模型［*5，*8］的预测结
果进行比较 3因为本模型是针对纯溶质驱动的等温
合金凝固的枝晶生长，为了与 GJE解析模型进行有
效比较，将 GJE模型中的热过冷度设置为零 3此外，
由于枝晶尖端前沿不存在温度梯度，纯溶质枝晶尖
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端稳定性准则可表示为

!
!!

"
!"# # ! $( )$ %%

& &" ! $ ! $( )$ ’( )( )[ ]%
， （’）

式中，! 和 " 分别为尖端生长速率和尖端半径，)%

" !" (（#& &）为溶质 )*+&,-数 .根据可解性理论，择优
参数!!为各向异性参数#的函数 .在本文中，我们
根据 /0123,13 和 4056,1［!7］的线性可解性理论求解择
优参数!! .当#" %8%9，根据三维的线性可解性理
论可得相应的!! " %8%7:;’ .然后用该!!值，将稳
态枝晶尖端参数作为过冷度的函数进行求解，得到

4<=模型的理论预测值 .数值模拟区域由 #>% ? #>%
? #>% 个均匀正方体网格组成，网格尺寸取为 %8#

!@.当枝晶生长达到稳态后测出枝晶尖端生长速率
和半径，其中尖端半径用四次多项式拟合枝晶尖端

在$" %A的纵向截面获得 .图 # 为模拟的枝晶尖端
稳态生长速率和半径随过冷度的变化，并与 4<=理
论模型预测结果进行比较 .由图 # 可见，两种模型
所预测的枝晶尖端稳态生长速率随过冷度的升高而

升高，而尖端半径随过冷度的升高而降低，模拟结果

与 4<=理论预测结果符合较好 .

图 # 模拟得到枝晶尖端稳态生长参数随过冷度变化及与 4<=模型预测结果的比较 （0）尖端生长速率，（2）尖端半径

!"!" 非轴对称针状枝晶尖端形貌分析

从图 ! 的模拟结果可观察到枝晶尖端呈现出
非轴对称的形貌 .为了便于分析枝晶的尖端形貌，将
直角坐标 *，+，( ), 转换为柱坐标 *，$，( ), ，并用
枝晶尖端半径进行归一化 .图 9 为沿 , 轴正向生长
枝晶尖端的纵向截面，其中空心点表示模拟的枝晶

尖端界面上 - B " %8> 的等值点，这些等值点通过对

界面附近网格的固相分数进行插值获得 .图 9（0）为
模拟得到的非轴对称枝晶尖端在$ " %A 和$ " :>A
截面上用四次多项式进行拟合的结果 .由图 9（0）可
观察到，在枝晶尖端附近$" %A和$" :>A截面轮廓
几乎重叠，但在离开尖端部位，两个截面轮廓逐渐分

离 .这表明在尖端附近的枝晶形貌接近轴对称，随后
逐渐偏离轴对称，形成凸缘状的非轴对称特征 .为了
进一步分析枝晶尖端附近形貌，将图 9（0）中$" %A

图 9 枝晶尖端的纵向截面 （0）$" %A和$" :>A截面（空心圆）和四次多项式拟合结果（实线为$" %A截面拟合结果，虚线为$" :>A
截面拟合结果，（2）$" %A截面靠近尖端部位（空心圆）幂律拟合（虚线）和四次多项式拟合（实线）结果
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的截面轮廓放大，并用幂律 ! ! "! " " 和四次多

项式两种方法进行拟合，结果示于图 #（$）%用幂律
拟合时将! 和"均设为自由参数，结果得到" !
&’(&，非常接近于非轴对称枝晶可解性理论预测的
理论值 )*#［&+］%从图 #（$）可见，幂律拟合几乎与模拟
的#! ,-截面中 # . ! ,’)的等值点重合，比四次多项
式拟合的结果更精确 %
图 /为枝晶尖端沿 ! 轴每间隔 &)!"（!" ! ,’0

"1）截取的横向截面图，即每个截面位置为 !$ ! ! 234
" &)!"$（ $ ! &，⋯，5）%图中空心圆圈表示模拟的
固*液界面上 # . ! ,’) 的等值点，实线为用傅里叶级
数的拟合结果 %傅里叶级数可表示为［&］

%0 #，( )! ! !
&

’& ( )! 67./&#， （&,）

式中 % 是离 ! 轴的径向距离 %由图 /可见，枝晶尖端
附近的横向截面接近圆形，但离尖端较远时横向截

面开始逐渐偏离圆形，与图 #（8）中纵向截面的形状
相对应 %图 /还显示出模拟的枝晶尖端横向截面形
状与傅里叶级数拟合曲线符合很好，表明非轴对称

的枝晶尖端以四次对称性偏离旋转抛物面 %

图 / 模拟得到枝晶尖端横向截面（空心圆）和傅里叶级数的拟

合（实线）结果

!"#" 等轴多枝晶生长

图 ) 为模拟得到9:;0<2=>?合金在凝固过程中
等轴多枝晶的演化 %计算区域由 0), @ 0), @ 0), 个
均匀正方体网格组成，网格尺寸为 &"1%将 A 个

图 ) 模拟得到 9:;0<2=>?合金在凝固过程中等轴晶的演变 （8）#. ! )=，( ! ,’&( .；（$）#. !

&)=，( ! ,’0) .；（6）#. ! 0)=，( ! ,’# .；（B）#. ! /)=，( ! ,’// .
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晶核随机分布在计算区域中，并随机给予每个晶核

一个择优取向（将每个晶核的［!""］，［"!"］和［""!］
晶向在固定直角坐标 !，"，( )# 中的方向余弦定义
为该晶核的择优取向的单位向量）#假设计算区域内
温度均匀，取初始过冷度!$ $ ! %，以 & %’(的速率
进行冷却 #由图 &可见，在凝固初始阶段，晶核沿着
不同的择优取向生长 #随着凝固的进行，枝晶主干进
一步生长并在主干上出现明显的二次分枝 #随后，枝
晶的二次分枝加快生长，并且逐渐粗化 #在凝固后
期，枝晶臂互相接触交叠在一起 #
本文发展的三维模型与二维 )*模型一样具有

较好的计算效率 #例如，图 ! 和图 & 均使用计算机
进行模拟计算，所需时间分别为 + 和 ,! -#显然比
./模型或 0*模型的计算效率快得多 #

1 2 结 论

本文发展了一个适用于低 .34567数范围的三维

溶质枝晶的生长模型 #该模型利用基于直角坐标系
下求解 89-:;<=>>?9:向量!的曲面散度方法，计算
包含了界面能各向异性作用的权值平均曲率 #该算
法简便易实现，能成功地模拟具有不同择优取向的

三维枝晶形貌，为计算三维各向异性晶体生长的曲

率过冷度提供了一种新途径 #本模型采用 )*提出的
界面溶质平衡法计算枝晶生长动力学 #该方法能够
以一个较快的计算效率定量地描述枝晶从非稳态到

稳态的生长过程，通过将模拟结果与理论模型的预

测结果进行比较对模型进行了验证 #结果表明，模拟
的枝晶尖端稳态生长速率和半径随过冷度的变化与

0@%解析模型的预测结果符合良好 #对针状枝晶尖
端的形貌进行了分析，发现三维枝晶尖端是非轴对

称的，并以四次对称性偏离旋转抛物面 #可用幂律 #
$ A! ! "对# $ "B 的凸缘纵截面进行很好拟合，
拟合值与可解性理论的预测结果符合很好 #利用该
模型成功地模拟出具有不同择优生长方向的等轴多

枝晶的形貌 #
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