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建立了一个基于格子玻尔兹曼方法（’()）的二维模型，对强制对流和自然对流作用下合金凝固过程中的枝

晶生长行为进行了模拟研究 * 与传统的基于求解 +,-./012345/6 方程计算流场的方法不同，本模型采用基于分子动

理论的 ’() 对凝固过程中的传输现象进行数值计算 * 用三组粒子分布函数分别建立了计算流场、由对流和扩散所

控制的浓度场和温度场的 ’() 演化方程 * 通过求解 ’() 演化方程获得固7液界面前沿的浓度和温度分布 * 然后，

基于溶质平衡方法计算了枝晶生长的驱动力 * 为了对模型进行验证，将模拟在强制和自然对流作用下枝晶上游尖

端的稳态生长特征分别与 86//91:-,9364- 解析解和修正的 ’.;3491<=.>56?,91@A0B 模型预测结果进行了比较，模拟结

果和理论预测结果符合良好 * 模拟结果还表明，对流使热量和溶质从上游传输到下游，从而加速了枝晶在上游方

向的生长，而抑制了下游方向的生长，形成了非对称的枝晶形貌 *
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# L 引 言

金属凝固过程中熔体对流将直接影响最终凝固

组织尤其是枝晶组织的形貌 * 近年来，国内外学者

针对纯金属和合金，应用相场法［#，"］、水平集法［M］或

元胞自动机法［N，D］耦合基于求解 +,-./012345/6 方程

的流场计算方法，模拟研究了对流作用下枝晶的生

长规律 * 传统计算流体力学方法 从连续介质假设

出发，对 +,-./012345/6 方程和连续性方程进行离散

求解，获得流场的分布及变化规律，该方法适合处理

单相流问题 * 而在凝固过程中存在固、液两相，当固

相分数较大时，不能满足连续介质的假设条件而使

流场计算不易收敛，计算效率低甚至会造成流场计

算发散 *
格子玻尔兹曼方法（ =,33.>/ (4=3B?,99 ?/3H4K，简

记为 ’()）［E—$］是近年来迅速发展起来的一种新的

流体力学数值计算方法 * 与传统方法不同，’() 是

基于微观动力学模型来模拟复杂的宏观传输现象 *
该方法具有算法简单、计算效率高、数值稳定性好、

本质并行、易于处理外力源项和任意复杂的边界问

题等许多传统方法所无法比拟的独特优势 * 近年

来，’() 已在多元流、多相流、多孔介质流、磁流体

动力学等众多领域中都得到了比较成功的应用［$，%］，

并在凝固领域也逐渐得到了应用［#&，##］*但关于应用

’() 模拟合金在对流作用下枝晶生长规律方面的

报道还较少 *
OHA 和 23/I,9/6>A（O2）［#"］提出了一个基于界面

溶质平衡思想计算枝晶生长动力学的方法，该方法

不需界面动力学系数，具有良好的定量模拟能力 *
本文利用 ’() 计算凝固过程中的流场、温度场和浓

度场，并与计算枝晶生长的 O2 方法进行耦合，建立

了一个二维的 O21’() 模型，对合金凝固过程中在

强制和自然对流作用下的枝晶生长规律进行模拟

研究 *

" L 模型与算法

本文所建立的耦合模型主要针对二元合金在小

PQ>=/3 数和低 R/S94=K6 数条件下的对流枝晶生长 *
通过 ’() 计算凝固过程中合金熔体的流动、温度和

浓度场的分布和变化，然后基于界面温度、浓度和
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曲率计算枝晶生长的驱动力 !

!"#" 计算传输过程的 $%& 模型

与传统计算流体力学的建模思想不同，"#$ 将

流体抽象为由大量虚拟粒子所组成的集合体 ! 这些

虚拟粒子按一定的方式在离散格子上进行碰撞和迁

移演化而形成了流体的宏观流动现象 ! 在 "#$ 中

虚拟粒子的数量用分布函数表示，通过在满足一定

对称条件的网格中对玻尔兹曼方程进行离散，得到

描述虚拟粒子运动规律的演化方程，流体的密度和

速度等宏观物理量可由分布函数计算得到 ! 本文采

用 基 于 单 松 弛 时 间 的 格 子 #%&’(&)&*+,*-..+/*--0
（"#,/）方法的 "#$ 模型［1，23，24］! 计算流场的 "#,/

演化方程为

!"（! 5 ""!#，# 5!#）6 !"（!，#）

7 6［ !"（!，#）6 ! 89"（!，#）］:! 5 $"（!，#），（2）

式中，!"（!，#）为粒子分布函数，表示在时间 #、位置

! 处粒子出现的概率；"" 是粒子在 " 方向的速度；

!# 是时间步长；!为松弛时间；! 89"（ !，#）表示粒子

平衡分布函数；$"（!，#）为力的源项，表示流体粒子

间的相互作用力或外部场力 ! "#$ 也可应用于计算

受对流和扩散控制的浓度场和温度场变化［;，24］，其

演化方程为

%"（! 5 ""!#，# 5!#）6 %"（!，#）

7 6［%"（!，#）6 %89
"（!，#）］:!& 5 ’"（!，#），（<）

("（! 5 ""!#，# 5!#）6 ("（!，#）

7 6［("（!，#）6 (89
"（!，#）］:!" 5 )"（!，#），（3）

式中，%89
"（!，#）和 (89

"（ !，#）分别表示浓度和温度的

分布函数；!& 和!" 为对应的单步松弛时间；’"（ !，

#）和 )"（!，#）分别为枝晶生长过程中由溶质再分

配和凝固潜热释放而产生的源项 ! 本文采用 =<>?
格式计算流场、浓度场和温度场 ! 其离散的粒子速

度可表示为

"" 7

（@，@） （ " 7 @），

（A-.［（ " 6 2）":<］，.B(［（ " 6 2）":<］）* （ " 7 2 6 4），

（A-.［（< " 6 ?）":4］，.B(［（< " 6 ?）":4］）!< * （ " 7 C 6 D）
{

!

（4）

这里，* 7!+ :!# 为格子速度，!+ 为空间步长 ! 流体

的宏观物理量（如流体密度#、流动速度 #、浓度 ,
以及温度 -）可分别由相应的粒子分布函数求出，即

# 7 "
D

" 7 @
!" ， （C）

# 7 "
D

" 7 @
"" !" 5 $!#( ):< :#， （1）

, 7 "
D

" 7 @
%" ， （;）

- 7 "
D

" 7 @
(" ， （D）

式中 $ 为液相浮力 ! 根据 #-E..B(8.9 近似，浮力项

中的密度#为温度梯度和浓度梯度的线性函数 ! 因

此产生自然对流的浮力为

$ 7 %#@$-（- 6 -@）5 %#@$,（, 6 ,@），（?）

式中，#@ 是温度为 -@、浓度为 ,@ 时流体的密度，%
为重力加速度，$, 和$- 分别为由浓度和温度变化

引起的流体膨胀系数 ! 对于 =<>? 格式，（2）—（3）式

中粒子平衡分布函数可表示为

! 89" !，( )# 7 ." [# 2 5 3（"" ·#）: *< 5 4FC（"" ·#）< : *4

6 2FC#< : * ]< ， （2@）

%89
" !，( )# 7 ." [, 2 5 3（"" ·#）: *< 5 4FC（"" ·#）< : *4

6 2FC#< : * ]< ， （22）

(89
" !，( )# 7 ." [- 2 5 3（"" ·#）: *< 5 4FC（"" ·#）< : *4

6 2FC#< : * ]< ， （2<）

（22），（2<）式中包含流体速度 # 的项反映了液相流

动对溶质和热传输的影响 ! 很显然，当 # 7 @ 时对流

作用消失，（<），（3），（22）和（2<）式就成为描述纯扩

散条件下溶质和热量传输的 "#$ 模型 ! 对于 =<>?
模型，（2）式中的外力源项可表示为

$"（!，#）7 2 6 2
<( )! . [" 3

"" 6 #
*<

5 ?
"" ·#
*4 " ]" $!# ! （23）

（2@）—（23）式中 ." 为权重系数，且 .@ 7 4:?，.2—4 7
2:?，.C—D 7 2:31 ! 根据 G%&HI&(+J(.0-) 分析，流体动

力学黏度%、溶质扩散系数 & 以及热扩散系数"，可

分别通过与之相对应的松弛时间!，!& 和!" 求出，

% 7 *<!#（<! 6 2）:1，

& 7 *<!#（<!& 6 2）:1，

K <D1 物 理 学 报 CD 卷



! ! !"!"（""! # $）%& ’

!"!" 计算枝晶生长的 #$ 模型

本文采用 () 模型［$"］计算枝晶的生长动力学 ’
在 () 方法中，将固%液界面上液相的平衡浓度和实

际浓度之差作为枝晶生长的驱动力 ’ 根据液%固界

面的热力学平衡关系，界面的液相平衡浓度 #!* 可

由下式计算：

#!* ! #+ [ (, $!* # $-.)*

,# (% $ # $/$ [ (012 3 % #% ) ] ) ]+ %&，（$3）

式中，$!* 为界面温度，$-.
* 为初始浓度 #+ 合金的平

衡熔点，即初始浓度 #+ 所对应的液相线温度，$为

界面张力各向异性强度，& 为液相线斜率，# 为

456627891:21; 系数，%+ 为枝晶生长择优取向与水平

方向夹角，% 为固%液界面曲率，%为界面法向与水

平方向的夹角 ’ % 和%可由界面处固相分数梯度进

行计算，

% [! ""’&2"(&2""
’(&2 #（"’&2）

"""
(&2

#（"(&2）
"""

’& ] [2 （"’&2）
" ,（"(&2）]" #<%"，（$/）

% ! =>0012 "’&2 %（"’#)）
" ,（"(&2）[ ]( )" $%" ’ （$&）

通过 ?@A 模型计算流场、温度场和浓度场，可

得到局部界面温度 $!* 和实际液相成分 # * ’用（$3）

式可计算获得局部界面平衡成分 #!* ，将 #!* 与实

际液相成分 # * 比较 ’ 在任一界面网格上，如果满足

!# ! #!* # # * B +，该界面网格的固相分数就增加 ’
根据界面的溶质平衡条件，在一个时间步长!" 内，

界面网格内增加的固相分数!&2 可由下式计算：

!&2 !（#!* # # *）%［#!*（$ # *）］， （$C）

式中 * 为溶质分配系数 ’ 根据固相分数增量，由 +,

!!&2!’ %!" 可计算界面的生长速度 ’ 假定界面上

固、液相成分服从 # 2 ! *# * ’ 随着固相分数的增加，

在一个时间步长内界面上释放出的溶质和潜热分

别为

!# ! !&2 # *（$ # *），

!$ ! !&2!- %#.，

其中，!- 为凝固潜热，#. 为热容 ’ 因此，（"），（<）式

中的源项可分别由下式计算：

/0（!，"）! 10!&2 # *（$ # *）， （$D）

-0（!，"）! 10!&2!- %# ’ （$E）

!"%" 边界条件

本文 所 考 虑 的 计 算 区 域 为 一 个 二 维 正 方 形

｛（’，(） +" ’" 2，+" (" 2｝’ 当 模 拟 强 制 对

流情况时，过 冷 熔 体 从 方 腔 左 侧 以 恒 速 流 入，

"（’，(） ’ ! + !（3 5;，+）；从右侧流出，"’"’ ’ ! 2 ! +’
对流场入%出口边界均采用具有二阶计算精度的非

平衡态外推法［$/］处理 ’ 用周期性边界条件处理计算

区域的上下边界 ’ 当模拟自然对流情况时，将计算

区域四周视为固壁边界，采用反弹格式处理 ’ 浓度

场的计算采用无扩散的边界条件

"’# ’ ! +，2 ! +，

"(# ( ! +，2 ! +’
此外，由于固相不存在对流且固相中溶质扩散速度

远小于液相，本文忽略了固相中的溶质传输 ’ 流场

和浓度场均采用反弹格式处理固%液界面的无滑移

边界条件 ’ 由于固相和液相热扩散系数非常接近，

简化处理为两者相等 ’ 计算区域的四个边界温度设

定为常数 $+，采用非平衡外推方法处理 ’

< F 模拟结果及讨论

%"&" 自然对流作用下的单枝晶生长

由温度梯度和浓度梯度所引起的自然对流可用

温度 G=H*-5I9 数 45$ # 6’$!$452< %（(!）和 浓 度

G=H*-5I9 数 45# # 6’#!#452< %（(7）来 描 述，其 中

!$45和!#45 分别是液相中最大温度差和最大浓度

差 ’ 为了模拟自然对流作用下单枝晶的生长规律，

将计算区域剖分成 3++ J 3++ 网格，每个网格尺寸取

为 +F/$:’ 计算中各参数为 * ! +F$+<，# ! &F&" J
$+# D :·K，$ ! +F+"&C，!- ! / J $+< L%:<， #. !
$E<CF/ L%:<K，( ! &F+ J $+# E :" %2，7 ! $F+ J
$+# E :" %2，! ! <F+ J $+# E :" %2，液 相 线 斜 率 & !
# "$& K，无量纲 G=H*-5I9 数取为 45# ! 45$ ! / J $+< ’
图 $ 为初始过冷度!$ ! +FD K 和成分 #+ ! +F&MNO
时，二元合金在纯扩散和自然对流条件下单枝晶的生

长形貌 ’从图 $ 可以看出，自然对流的存在打破了枝

晶生长的对称性 ’ 这是因为枝晶生长过程中固%液界

面上排出的溶质和释放的潜热形成了凝固前沿的温

度和浓度梯度，在重力的作用下就引起自然对流，如

图$（0）和（P）所示 ’ 液相流动改变了温度场和浓度场

的分布，从而对枝晶生长形貌产生了很大影响，迎流方

向的生长得到了促进，而顺流方向的生长受到了抑制 ’
为了进一步定量研究自然对流对枝晶生长的影

响，分别将自然对流作用下和纯扩散条件下枝晶尖
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图 ! 模拟的过冷熔体中二元合金单枝晶生长形貌 !! " #$% &，"# " #$’( )（*）纯扩散条件下的浓度场，（+）纯扩散条件下的

温度场，（,）自然对流作用下的浓度场，（-）自然对流作用下的温度场

端生长速率 # ./0随时间变化的模拟计算结果进行了

分析 ) 将沿垂直向下、垂直向上和水平方向生长的

枝晶尖端分别定义为上游尖端、下游尖端和水平尖

端 ) 图 1 为模拟的各尖端生长速率随时间的变化 )
由图1（*）可知，在凝固初期枝晶的所有尖端都以一

个较快的速率生长 ) 随着生长的进行，固2液界面上

释放出溶质和凝固潜热，导致枝晶尖端前沿的温度

和浓度增加，如图1（+）和（,）所示 ) 因此，尖端生长

速率迅速下降 ) 经过一段时间，溶质和潜热在界面

前沿的释放与由对流和扩散的传输基本达到平衡，

使生长速率达到了大致的稳态值 ) 上游尖端的稳态

生长速率最高，下游尖端的稳态生长速率最低，而水

平尖端介于两者之间，与纯扩散的情况大致相当 )
由于上游尖端生长快，释放出的溶质多于下游，尽管

有对流的作用，上游尖端的浓度仍略高于下游尖端

浓度，如图1（,）所示 ) 而由尖端温度和曲率所确定

的尖端平衡浓度的上游值与下游值之间相差更大，

使得上游的 "!3 4 "( )3 2"!3 大于下游，如图1（-）所

示 ) 根据（!5）式可知，上游尖端的固相分数增量大

于下游尖端 ) 因此，上游尖端生长速率高于下游尖

端生长速率 )
为验证本模型对自然对流作用下枝晶生长的模

拟结果，我们参考文献［!’］推导出包含对流作用的

修正二维 67*8.9:7 解，即考虑对流作用时二维的无量

纲温度过冷度!! 和浓度过饱和度!" 可由下列公

式计算：

!! " "$" ! ;$ (! (;<=, $" )!
4 (;<=, $! ! > 1"! 2( )" ) )% ， （1#）

!" " "$" " ;$ (" (;<=, $" )"

4 (;<=, $" ! > 1"" 2( )" ) )% ， （1!）

式中，$!# #% 2（1#）和 $"# #% 2（1&）分别是温度

和浓度 ?@,3;. 数，"! 和"" 分别是温度和浓度边界层

厚度，% 和 # 分别是枝晶尖端半径和尖端生长速

率 ) 参照 A/ 和 B;,C;<D*88 在文献［!5］中给出的方
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图 ! 对应于图 " 中枝晶尖端生长速率、温度、实际浓度和平衡浓度与时间的关系 （#）生长速率，（$）温度，（%）实际浓度，

（&）平衡浓度

法，将 修 正 的 ’(#)*+,( 解 代 入 二 维 的 -./*,)0
12.%3+4#)05678（-15）模型的过冷度计算中，从而得

到计算自然对流作用下枝晶生长的解析模型

!! 9 "
#( )

$
!! :

%!!;!#

" < " <( )% !#
: "& ，（!!）

式中!!; 9 ’#= " < ">( )% 为平衡凝固温度区间 ? 表

" 为不同初始成分时，用本模型模拟得到的上游枝

晶尖端的稳态生长速率和半径与解析模型预测结果

的比较，其中尖端半径用文献［"!］所描述的方法计

算 ? 从表 " 可以看出，随着初始浓度的增加，两种模

型得出的尖端稳态生长速率和半径的变化趋势相

同，符合较好 ?

表 " 自然对流作用下不同初始成分时上游枝晶尖端稳态生长速率和半径的模拟结果与理论预测结果的比较（!! 9 =@A 5）

初始成分 #= >B*C =@D =@E =@F =@G

生长速率>"= < E4>+
理论值 H@"DH A@!=H G@DDF F@A"F

模拟值 A@AFA F@DDF E@GFD E@"EA

尖端半径>"= < F4
理论值 !@"!" !@=AG !@=FI !@=DE

模拟值 "@G"! "@FFA "@FF" "@FIE

!"#" 强制对流作用下的单枝晶生长

在强制对流作用条件下枝晶生长的模拟中，忽

略重力对液相流动的影响 ? 因此，将（"）式中的外力

源项设为 ()（!，*）9 =?流场的初速度由流入区域的

液相所产生，其入口速度为 + .) ? 由于 J20K6 合金的

热扩散系数比溶质扩散系数大 D 个数量级，其枝晶

生长动力学受溶质传输所控制 ? 为了简化，假定区

域中温度均匀恒定 ? 图 I 为模拟的 J20GB*CK6 合金

在过冷度!! 9 D 5 和入口流速 + .) 9 =@==" 4>+时单

枝晶的生长形貌 ? 计算区域为 I== L I== 网格，格子

尺寸为 =@I"4? 合金的物性参数取自文献［D］? 从

图 I 可以看出，与自然对流的情况相似，强制对流的

存在也破坏了枝晶生长的对称性，上游枝晶臂的生
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图 ! 模拟的 "#$%&’()* 合金在强制对流作用下单枝晶的生长

形貌 !! + , -，" ./ + 01002 345

长较为发达，而在下游方向的生长受到了抑制 6
7588/$9:;/’5<: 解析模型［2=］描述了强制对流作

用下枝晶生长的 >?@#8’ 数 #$!%& 4（A’）、流动 >?@#8’
数 # B!"& 4（A’）与生长驱动力之间的关系 6 我们

将模拟结果与 7588/$9:;/’5<: 解析解进行了对比 6 对

于合金的等温凝固过程，枝晶生长的驱动力为无量

纲的溶质过饱和度!$!（$"# C $0）4［$"#（2 C (）］，

与之对应的 7588/$9:;/’5<: 解为

!$ + #$ 8DE（#$ C # B）#
F

2
{8DE C #$"

G # B A G#
"

2
) ( )##

C24A H# C( ) }" "
C24A H"6（A!）

函数 )（#）定义为

)（#） {+ $#8IB@ &*#$( )4A G A4 "( )$ &*

J 8DE（C &* 4A）C 8DE（C &*#4A[ ] }）

K 8IB@ &*$( )4A ， （A,）

式中 &*!"& 4$为 L8M/<#H5 数 6 图 , 为模拟结果与

解析解的比较 6 由图 , 可见，用本模型模拟得到的

生长 >?@#8’ 数随流动 >?@#8’ 数的变化关系与 7588/$
9:;/’5<: 解析解非常接近 6

图 , 模拟 "#$,1N&’()* 的 #$$# B 关系与 7588/$9:;/’5<:

解析解的比较 !$ + 01,0N

, 1 结 论

本文将计算动量、质量及热量传输的 OPQ 与 RS
提出的枝晶生长动力学方法相耦合，建立了一个适

用于模拟自然对流和强制对流作用下合金枝晶生长

的 RS$OPQ 模型 6 通过与解析模型的对比，对本模型

进行了验证 6 对于自然对流作用下的枝晶生长，模

拟的上游枝晶尖端的稳态生长速率和半径与考虑对

流作用的修正 OT- 模型的预测结果接近；对于强制

对流作用下的枝晶生长，模拟得到的生长 >?@#8’ 数

随流动 >?@#8’ 数的变化关系与 7588/$9:;/’5<: 解析解

符合良好 6 应用所建立的模型模拟研究了在纯扩散

和对流作用下的枝晶生长行为 6 结果表明，对流的

存在使热量和溶质从上游传输到下游，从而加速了

枝晶在上游方向的生长，却抑制了下游方向的生长，

形成了非对称的枝晶形貌 6

衷心 感 谢 德 国 Q;D$>#;/@U$9/5’.’*’ B*8I V.58/B<I5@W*/X 的

Y.8IU L;;Z8 教授提供了流场计算的 OPQ 基础源代码和有益

的讨论 6
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