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复合材料的研究中经常遇到具有周期孔洞结构的材料，由于区域的小周期性及剧烈振荡性，用传统的有限元

计算方法来计算这些材料对应的问题时需要大量的计算机存储空间及计算时间 *对这类材料的热力耦合问题给出
了一种新型的高阶双尺度渐近解，得到了对应的均匀化常数、均匀化方程及对应的有限元算法 *数值算例表明，周
期单胞的局部结构对局部应力与应变有较大的影响 *算法对数值模拟这类材料的力学行为是高效和可行的 *
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! < 引 言

在新材料的制造与发展过程中，需要分析具有

小周期结构复合材料（这些材料一般由细小结构并

在小周期中剧烈变化的材料所组成）的等效物理行

为，常用的方法有均匀化方法、体积平均方法等 *数
学中的均匀化方法［!—)］通常用来研究材料的均匀化

行为，在复合材料等效物理行为的研究中较多用到

均匀化方法中的能量方法［,，$］和多尺度方法［&—(］，而

多尺度方法中的双尺度方法被广泛应用于分析复合

材料的力学行为与相关属性［’—!,］*由于热力耦合是
实际应用中非常重要的物理属性，故吸引了许多学

者的研究兴趣 *文献［!$，!&］研究了类似橡胶固体材
料的热力本构关系；文献［!.］发展了热弹性材料的
响应近似分析；文献［!(］运用半逆方法研究了各向
异性轴对称固体材料的延拓解；文献［!’］将文献
［!(］中的方法应用于研究新型橡胶材料（=::>?60
@3A43>材料）的本构关系；文献［#%］发展了一种技术，
用于预测正交层状结构材料的热弹性应变行为；文

献［#!］运用平衡方程的积分方法得到关于平面非对
称柱体热弹性问题的理论解 *其他有关热力耦合的
研究进展可见文献［##—#,］*周期孔洞区域由于区
域的复杂性，运用传统有限元算法需要运行很长时

间，因此具有小周期孔洞区域中的热力耦合行为在

理论和数值计算两方面均较难解决，且目前所使用

的方法均具有一定局限性 *本文试图建立一种新的
数值方法，该方法可以在得到少量小尺度解的前提

下，运用大尺度的解去捕捉小尺度下解的相关信息，

从而对具有小周期孔洞区域的热力耦合行为给出较

好的近似计算方法 *

# < 热力耦合问题解的双尺度形式渐近
展开

设!是!!"（ " B #，)）中具有周期结构的无界区
域，!在 # B（ $!，$#，⋯，$"）"#""平移变换下保持不

变，且 ! 满足下列条件：周期单胞 %#! 具有
C37D;93EF边界，% G!与!% 的"邻域的交集至多包

图 ! 二维空间的周期单胞
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含有限个 !"#$%&"’(边界的孔洞区域，其中 ! )｛"：*
+ "# + ,，# ) ,，⋯，$｝；区域!" )!!"#，其中"是
刻画材料单胞尺寸的小参数，!为有界光滑区域，

!!" )$"" %"，

$" )!!!"#，

%" )（!!"）!!，

%*
" )（%"）!（#! !）-

二维平面中的周期单胞#!!，区域!和孔洞区域

!"分别如图 ,和图 .所示 -本文使用 /"0$’1"0求和
形式，即重复下标表示求和 -

图 . 二维区域!和孔洞区域!" （2）区域!，（3）孔洞区域!"

周期孔洞结构复合材料热力耦合问题可表述为如下微分方程组［.4—.5］：

!
!"&

’"&#（"）!%
"（"）
!"( )

#
6 (（"）) * （" #!"）；

!
!"#

)"&#(’（"）"(’（!"（"( )）） 7 !!"#
（)"&#(’（"）*"(’（"）%"（"））6 +&（"）) * （ & ) ,，.，⋯，$；" #!"）；

%" ) ,*（"），
!" ) !*（"） （" #$"）；

&"（%"）$’&’"&# !%
"

!"#
) *，

&"（!"，%"（"））$’#（)"&#(’（"）"(’（!"（"））7 )"&#(’（"）*"(’（"）%"（"））) * （" # %"）-

（,）

这里，!"（ "）和%"（ "）分别为位移向量和温度增量
（相对于参考温度）；｛)"&#(’｝，｛*"&#｝和｛’"&#｝分别为复合

材料的刚度系数、热膨胀系数和热导率；(（ "）为热
源密度，即单位质量所产生的热量；,*（ "）为参考温
度；"（ "）为内力；"(’（ !"）为位移向量对应的应变，

"(’（!"） ) ,
.
!-"(
!"’

6!
-"’
!"( )

(
- "（"），,*（"），(（"）和

!"（"）为足够光滑的标量函数或向量函数 -
假设｛)"&#(’｝，｛*"&#｝和｛’"&#｝在#上分片光滑，令(

) " 8"，则｛)"&#(’｝，｛*"&#｝和｛’"&#｝可以变换为｛)&#(’（(）｝，

｛*&#（(）｝和｛’&#（(）｝，它们均为() " 8"的周期函数 -

在物理学中，｛)&#(’（(）｝一般满足椭圆正则条件

.（’,，’.），｛*"&#｝和｛’"&#｝满足正定条件 /（),，).）-

｛)&#(’（(）｝是与"无关的有界可测函数，且满足下列
关系：

)"&#(’ ) )"#&’( ) )"(#&’，

’,*&(*&( % )"#&’(*&#*(’ % ’.*&(*&( （" #!），
式中，｛*&(｝为任意的实对称矩阵，’, 和 ’. 是与"无
关的正数 -｛’&#（(）｝为有界可测函数，满足

’"&# ) ’"#&，

),*&*& % ’"#&*&*# %).*&*& （" #!），
式中，｛*&｝为任意的实向量，), 和). 是与"无关的
正常数 -
定理 ! 方程组（,）有如下形式的双尺度渐近

展开式：

%"（"）)%*（"）6&
.

0 ) ,
"0&
〈+〉) 0

1+（(）2
0
+%

*（"）6 3（".），

（.）

!"（"）) !*（"）6&
,

0 ) *
"06,&
〈+〉) 0

#+（(）2
0
+%

*（"）

9 :.; 物 理 学 报 4;卷



!!
"

! # $
!!!
〈"〉# !

!"（#）"
!
""

%（#）! $（!"）， （&）

式中

" #（"$，""，⋯，"%），

〈"〉# ’"$ !"" ! ⋯ !"% ’
（"& # %，$，⋯，!；& # $，"，⋯，%）(

（"），（&）式中所有的标量函数 ’"（#）、向量函数
#"（#）、矩阵函数 !"（#）均为(!%上关于#的周期函
数，这些函数仅与# # # )!有关，并定义在单胞

$" ) 上 (当〈"〉# $和"* # $，将 ’"（#），#"（#）和
!"（#）简记为 ’*（#），#%（#）和 !*（#）(这些局部单
胞函数为下列微分方程组的解：

!
!#*

+*&（#）
!’"$
（#）
!#

( )
&

! !!#*
（+*"$
（#））# % （##$" )），

%（’"$
（#））$&*+*&（#）

!’"$
（#）
!#&

# *&*+*"$
（#） （## ,%

!），

%
$")

’"$
（#）+# # %；

（,）

!
!#&

-*&.+（#）!.+（#%（#( )）） ! !!#&
（-*&.+/.+）# % （##$" )），

%（#%（#））$&*-*&.+（#）!.+（#%（#））#&*-*&.+/.+ （## ,%
!），

%
$")

#%（#）+# # %；

（-）

!
!#&

-*&.+（#）!.+（!"$ 0
（#( )）） ! !!#&

（-*&"$ 0
）# % （##$" )），

%（!"$ 0
（#））$&*-*&.+（#）!.+（!"$ 0

（#））# *&*-*&"$ 0
（## ,%

!），

%
$")

1"$ 0
（#）+# # %(

（.）

当〈"〉# "和"* #"& # $，将 ’"（#），#"（#）和 !"（#）简记为 ’*&（#），#*（#）和 !*&（#）( ’*&（#），#*（#）和 !*&（#）
是下列微分方程组的解：

!
!#*

+*&（#）
!’"$""
（#）
!#

( )
&

# * !!#*
（+*"$
（#）’""
（#））! +/"$""

* +"" &

!’"$
（#）
!#&

* +"$""
（##$" )），

%（’"$""
（#））$&*+*&（#）

!’"$""
（#）
!#&

# *&*+*"$
’""
（#） （## ,%

!），

%
$")

’"$""
（#）+# # %；

（0）

!
!#&

-*&.+（#）!.+（#"$
（#( )））

# -*"$ .+
/.+ ! !!#&
（-*&.+/.+’"$

）* !!#&
（-*&"$ +

2%+）* -*"$ .+
（#）!.+（#%（#））! // *"$

（##$" )），

%（#"$
（#））$&*-*&.+（#）!.+（#"$

（#））#&&-*&.+/.+’"$
*&&-*&"$ +

2%+ （## ,%
!），

%
$")

2"$
（#）+# # %；

（1）

!
!#&

-*&.+（#）!.+（!"$"" 0( )）

# * -*"""$ 0
* !!#&
（-*&"$ 0

1"" .0
）* -*"" .+!.+（!"$ 0

）! -/ *"""$ 0
（##$" )），
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!（!"!"" !
）!#"#"$%&$%&（!"!"" !

）# $#"#"$"! !
’"" %!
（%" (%

$），

#
&$)

!"!"" !
&% # %’

（(）
（"），（)）式中的’%（*）和 "%（*）为下列均匀化微分方程组的解：

&*"!""

!"’%（*）
!*"!!*""

# $ %（*） （* "(），

’%（*）# +%（*） （* "!(）；
（!%）

!
!*$

#* "$%&$%& "%（*( )( )） + ,* "$
!’%（*）
!*$

# $ -" （ " # !，"，⋯，.；* "(），

"%（*）# "%（*） （* "!(）’
（!!）

’%（*）和 "%（*）又称为方程组（!）的均匀化解 ’

方程组（!%），（!!）中的均匀化常数｛&* "$｝，｛,* "$｝和｛#* "$%&｝可由下列公式计算得到：

&* "$ # , ) $& , $!#
)$&

&"$（%）+ &$!（%）
!/"（%）
!%

( )
!

&%， （!"）

#* "$%& # , ) $& , $!#
)$&

（#"$%&（%）+ #"$0!（%）$0!（!%&））&%， （!)）

,* "$ # , ) $& , $!#
)$&

（$ #"$%&,%& + #"$0!（%）$0!（#%））&%’ （!-）

对定理 !作以下四点注释 ’
注 ! 将（"），（)）式代入方程组（!），鉴于$的

任意性，比较两边$的同次幂系数及边界条件可以
得到确定单胞函数的方程组（-）—（(）’

注 " （!"）—（!-）式中的｛&* "$｝和｛,* "$｝满足正定条

件 1（)
.

!，)
.

"），｛#* "$%&｝满足椭圆正则条件 2（&. !，&
.

"）’
注 # 方程组（!），（-）—（!!）的存在唯一性可

利用所对应方程组系数满足的正则性条件证明 ’
注 $ （"），（)）式中

30
"’

%（*）# !0’%（*）
!*"!!!*""" ⋯!*"..

，

30
""

%（*）# !0"%（*）
!*"!!!*""" ⋯!*"..

’

（-）—（(）式中的标量函数 4"&表示向量 #" 的第 &
个分量，标量函数 ’"&%表示矩阵!"的第 & 行 % 列元
素，向量函数 !"!表示矩阵!"的第! 列向量 ’

) / 双尺度近似解及双尺度有限元算法

#%!% 双尺度有限元近似解

在实际计算中，（"），（)）式中一般不考虑后面的
无穷小量，因而有以下的近似公式［"0］：

’$（*）%’
（5）
$（*）

#’%（*）+&
5

0 # !
$0&
〈"〉# 0

/"（%）3
0
"’

%（*），（!1）

"$（*）%"（5）$（*）

# "%（*）+&
5$!

0 # %
$0+!&
〈"〉# 0

#"（%）3
0
"’

%（*）

+&
5

0 # !
$0&
〈"〉# 0

!"（%）3
0
""

%（*）’ （!2）

称（ "（!）$ ，’
（!）
$ ）为（ "$，’$）的一阶双尺度解，（ "

（"）
$ ，

’（"）$ ）为（"$，’$）的二阶双尺度解 ’当 5 # ! 时，有以
下的渐近误差估计 ’
定理 " 设’$（ *），"$（ *）是方程组（!）的弱解，

若 +%（ *）"/)（(），%（ *）"/!（(），"%"/)（(），
$"/!（(），则存在与$无关的正常数 6!，6"，使得

下列不等式成立：

’$（*）$’（!）$（*

’’ ’’

） /!
（($）(6!$!3"（ +%（*

’’ ’’

） /13"
（!(）

+ %（*

’’ ’’

） /!
（(）），（!4）

"$（*）$ "（!）$（*

’’ ’’

） /!
（($）(6"$!3"（ "%（*

’’ ’’

） /13"
（!(）

+ $（*

’’ ’’

） /!
（(）

+ +%（*

’’ ’’

） /13"
（!(）

+ %（*

’’ ’’

） /!
（(））’（!0）

定理 "的证明参见附录 ’
下面讨论方程组（!）的双尺度有限元算法 ’
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!"#"#" !!# !
（"），"$（"），"!#

（"），｛#% $%&’｝，｛(% $%｝和

｛’% $%｝的有限元计算

运用变分原理，!!# !
（"），"$（"），"!#

（"）的有

限元解 !&
!# !
（"），"

&
$（"），"

&
!#
（"）可通过求解单胞

)!#上方程组（&）—（’）对应的下列有限元方程

得到：

"
)!#

!*
!"$

’$%
!"&

!#

!"%
(" ) *"

)!#

!*
!"$

’$!#
(" （# * $ +&（) !#））， （#+）

"
)!#

$$%（#）#$%,’$,’（"&
$）(" ) *"

)!#

$$%（#）#$%,’(,’ (" （## $ +&（) !#））， （,$）

"
)!#

$$%（#）#$%,’$,’（!&
!# !
）(" ) *"

)!#

$$%（#）#$%!# !
(" （## $ +&（) !#））- （,#）

这里，+&（) !#）是周期单胞 ) !#的有限元空
间，& 是周期单胞剖分的网格尺寸 -
! "#"," !!#!, !

（"），"!#
（"）和 "!#!,

（"）的有限元计算

求解单胞 )!#上方程组（.）—（+）对应的有限
元方程，可得 !!#!, !

，"!#
和 "!#!,
对应的有限元解

!&
!#!, !
（"），"

&
!#
（"）和 "&

!#!,
（"）-

! "#"!" 均匀化解%$（-）和 $$（-）的有限元计算
均匀化解的有限元解可通过解系数为均匀化有

限元参数的有限元方程得到 -首先能找到一个向量函
数 $—（-）$",（&）和标量函数%

—
（ -）$",（&），使得

$—（-）* $$（ -）$"#
$（&），%

—
（ -）* .$（ -）$"#

$（&），

并且

"
&

$$%（#）#%
&
$%,’$,’（$

（$，&$）（-）* $—（-））(-

)"
&

/$（-）*$（-）(- *"
&

$$%（#）#%
&
$%,’$,’（$

—（-））(- *"
&

$$,（#）(%
&
$,%（$，&$）(- （## $ +&$（&））， （,,）

"
&

!*
!-$

’% $%
!（%（$，&$）（-）*%

—
（-））

!-%
(- )"

&

&*(- *"
&

!*
!-$

’% $%
!（%
—
（-））
!-%

(- （# * $ +&$（&）） （,!）

成立 -这里 +&$（&）是区域&中网格剖分尺寸为 &$

的有限元空间 -
! "#"&" 0 阶双尺度解（ $（0）

$（ -），%（0）
$（ -））的有限元

计算

按照%（0）
$（ -），$（0）

$（ -）的定义，&$ 中任意点 -

的有限元解%（0，&，&$）
$ （ -），$（0，&，&$）

$ （ -）可用下列公式

计算：

%（0，&，&$）
$ （-）)%（$，&$）（-）/%

0

, ) #
$,%
〈!〉) ,

"&
!（"）

0 !,%（$，&$）（-）
!-!##!-!,, ⋯!-!11

， （,&）

2（0，&，&$）$$ （-）) 2（$，&$）$ （-）/%
0*#

, ) $
$,/#%
〈!〉) ,

3&
!$（"）

0 !,%（$，&$）（-）
!-!##!-!,, ⋯!-!11

/%
0

, ) #
$,%
〈!〉) ,

4&
!$!（"）

0 !,2（$，&$）! （-）
!-!##!-!,, ⋯!-!11

- （,1）

!"#" 双尺度有限元算法

下面给出双尺度有限元算法实现的步骤 -
步骤! 确定复合材料基本单胞的材料参数、

局部界面和局部构成 -
步骤" 在周期单胞 )!#上用（#+）—（,#）式

计算刻画局部周期单胞的有限元解 !&
!# !
（"），
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!!
!（!）和"!

""
（!），进而计算复合材料的有限元均匀化

参数 #
步骤! 利用步骤!中同样的网格在周期单胞

#!#上计算刻画局部周期单胞的高阶有限元解
"!
"""$ $
（!），!

!
""
（!）和 "!

"""$
（!）#

步骤" 在区域$中利用（$$），（$%）式计算均
匀化有限元解 #（!，!!），%（!，!!）#
步骤# 计算有限元解 #（!，!!）和%（!，!!）的偏导

数 "
%%（!，!!）（&）

"&""""&"$$ ⋯"&"’’
和 "

%#（!，!!）（&）
"&""""&"$$ ⋯"&"’’

#

步骤$ 用（$&），（$’）式在$&中计算高阶双尺
度位移、温度增量的有限元解 #
步骤% 计算区域$&中任意点 & 处高阶双尺

度应变、应力 #

& ( 数值算例

!"#" 双尺度算法与传统有限元算法的比较

为了验证上述算法的有效性与可行性，下面先

比较运用传统有限元方法与双尺度方法计算热力耦

合问题的近似效果 #考虑如下的二维热力耦合方
程组：

"
"&(

)*(!+
&( )& &!+（#&( )） ) * "!!!!! * ""&(

（)*(!+（&+&）

, ,!+（&+&）%&（&）） （ * ) "，$；& "$&），

-&*（&）) -!*（&）) "+%!!&$* （ * ) "，$；& ""$&）；
（$-）

"
"&*

+*(
&( )& "%&（&）
"&( )

(
) "!!! （& "$&），

%&（&）) .!（&）) "!! . &* * &$* （& ""$&）#
（$/）

（$-），（$/）式中的区域$&和周期单胞 #!#分别如
图 %、图 &所示 #取&) "+"!，即表示横向、纵向各由
"!个单胞周期分布形成区域$& #
图 &的周期单胞中，影阴部分表示材料#，黑色

部分表示材料!，其余部分为孔洞区域 #材料#、材
料!的 0123常数分别为

/# )
$/4’/("&$ ’’/"(&$4 !
’’/"(&$4 $/4’/("&$ !









! ! """&$(4’/
，

/! )
%"’!!! "’/’!! !
"’/’!! %"’!!! !









! ! /4/’!
#

图 % 区域$&

图 & 孔洞周期单胞 #!#

计算所得的均匀化 0123常数为

0/ )
"’’%"&(/5- -%$5&(5%- !
-%$5&(5%- "/5"54(!5$ !









! ! &’/-%(’4!
#

材料#、材料!的热导率 1#，1!和由（"$）式计算
的均匀化热导率 01 分别为

1# )
$($& !( )! $($&

，

1! )
%5(-- !( )! %5(--

，

01 )
$"(5"-4 !(!"&!&( )!(!"&!& $’(5"-4

#

材料#、材料!的热模 2#，2!和由（"&）式计算的
均匀化热模 02 分别为

2# )
"(-/"& !( )! "(-/"&

，

2! )
’/(/!! !( )! ’/(/!!

，

02 )
* $’(’4& !

! *( )$5(!-4
两种不同计算方法的相关参数比较如表 "所列 #
由表 " 可知，计算方程组（$-），（$/）的数值解
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表 ! 传统有限元方法与双尺度有限元方法计算元素、

节点、存储量和运行时间的比较

传统有限元方法 双尺度有限元方法

有限元剖分单元 "#### $### % $###
有限元剖分节点 &#&#! ’(#! % ’(#!
存储量)*+, !-’ . !#!& ’ . !#!! % ’ . !#!!

运行时间)/ ’0## !1 % !$

注：双尺度有限元方法的数据中，加号前面的数据为计算单胞

方程的数据，加号后面的数据为计算均匀化方程的数据 2

时，双尺度方法的运算量、运行时间均比传统有限元

方法的对应量少得多 2 为了验证算法的可行性，图
$—图 "分别示出了细网格解 !!!

!（传统有限元方法

计算）、均匀化解 !（#，!#）、一阶双尺度解 !（!，!，!#）! 及

细网格解 !!!
! 与一阶双尺度解 !（!，!，!#）! 绝对误差

3 !（!，!，!#）! 4 !!!
! 3的第一分量 2

图 $ 细网格解 !!!
!（ "）的第一分量 #!!

!!（ "）

图 ( 均匀化解 !
（#，!#）的第一分量 #

（#，!#）
!

图 0 一阶双尺度解 !
（!，!，!#）
! 的第一分量 #

（!，!，!#）
!!

图 " 3 !
（!，!，!#）
! 4 !!!

!! 3的第一分量 3 #
（!，!，!#）
!! 4 #!!

!! 3

!"#" 均匀化方法与双尺度方法计算应变的比较

均匀化方法［!—1］和能量方法［&，$］都是用均匀化

解代替原问题的解，没有考虑更高阶的渐近展式，特

别是在计算局部应力、应变中更应该运用高阶的展

式 2与均匀化方法相比，本文得到的应力、应变公式
在计算中只是增加了单胞函数的导数计算，但增加

的二阶项能更好地对均匀化解的有关信息进行补

充 2由均匀化方法可知，方程组（!）中位移对应的应
变张量按下式计算：

!!$（!!）!!!$（!#）5 !
’
!##

$

!"!
%!

##
!

!"( )
$

2（’"）

用二阶双尺度方法计算方程组（!）中位移对应的应
变张量可表示为

!!$（!!（"））!!!$（!
（’）
!（"））
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!!!"（!"（#））#!
$

$ ! %
!$&%!
〈"〉! $
!!"（""%（#））

!$&"
%（#）

!#"%%!#"$$
#!

%

$ ! "
!$!
〈"〉! $
!!"（#"（#））

!$$"（#）
!#"%%!#"$$

#!
$

$ ! %
!$!
〈"〉! $

%
$ ’"!%

!$#% &"
%（#）

!#"%%!#"$$!#"
# ’""%

!$#% &"
%（#）

!#"%%!#"$$!#[ ]
!

#!
%

$ ! "
!$#%!
〈"〉! $

%
$ ("!

!$#%$"（#）
!#"%%!#"$$!#"

# (""
!$#%$"（#）
!#"%%!#"$$!#[ ]

!
’ （$(）

为便于直观地比较二阶双尺度方法相对于均匀

化方法在计算应变时的有效性，图 (—图 %$中分别
示出了用均匀化方法和二阶双尺度方法近似计算的

应变!%%（!
（"，!"））和!%%（!

（$，!，!"）
! ）以及这两种方法与

传统有限元方法计算的应变!%%（!!）所对应的绝对
误差 ’

图 ( 均匀化近似应变!%%（!（"，!"））

图 %" 二阶双尺度近似应变!%%（!（$，!，!"）! ）

从图 )—图 %$及表 %可以看出：（%）一阶双尺度
有限元解 !（%，!，!"）! ，$（%，!，!"）! 是对位移!!（#）与温度增
量$!（#）的很好近似 ’（$）与均匀化方法相比，二阶

图 %% 误差 *!%%（!（"，!"）" ）&!%%（!!%）*

图 %$ 误差 *!%%（!（$，!，!"）! ）&!%%（!!%）*

双尺度方法在增加很小运算量下即可得到对应变更

佳的逼近 ’

) + 结 论

本文讨论了孔洞周期结构热力耦合方程组解
（剧烈振荡解）的双尺度有限元计算方法 ’形式展开
式中的量分为以下两部分：第一部分为整个区域中

的均匀化解，刻画了解的基本特性；第二部分为一系

列定义在单胞上的小周期解与均匀化解的耦合，刻

, --. 物 理 学 报 )/卷



画了材料的局部属性，其中包含了非常重要的耦合

项 !!（"），这一项刻画了位移与温度增量的局部耦
合关系 ! 实际计算中，只要计算常系数的均匀化解
与单胞上的小周期解就能够对振荡解给出较高精度

的近似 !
理论分析、数值计算均表明，双尺度有限元方法

对处理具有小周期孔洞结构的热力耦合问题是高效

和可行的 !该方法有很强的移植性，为解决类似问题
提供了一种高效可行的数值方法 !

感谢科学与工程计算国家重点实验室对本文数值计算

提供的帮助及审稿人提出宝贵的改进意见 !

附录 定理 "的证明

首先定义算子

!!##（$#（ "））$ !!"#
$##%!$

#（ "）
!"( )

%
，

!!"#（"）$ !!"%
&##%’$#’$（"( )） !

将算子!!##作用于函数$#（ "）%$
（#）
#（ "），由（&）和（’）式可得

!!##（$#（"）%$
（#）
#（"））$ !!"#

$##%!$
#（"）
!"( )

%
% !!"#

$##%
!$（#）#（"）
!"( )

%

$#("( )# !!"#
("# ! （*#）

式中

("( $ %!
〈!〉$+

$!"!+（"）)!#（"）) $!+ %（"）
!)!"!#（"）

!"
[ ]

%

!+$(（"）
!"!#!"!"!"!+

，

("# $!
〈!〉$ "

$#*（"）
!)!"!#（"）

!"*

!"$(（ "）
!"!#!"!

[ ]
"

!

（*"）
由周期单胞函数 )!#（"），)!#!"（"）在内部孔洞区域边界上的

定义，$#（ "）%$（#）#（ "）在区域内部的孔洞边界 +#上满足

%#（$#（ "）%$
（#）
#（ "））$#&# $#%

!)!#!"
!"%

!"$(（ "）
!"!#!"!"

$#&#("# ! （*+）
在整个区域的外边界’#上，$#（ "）%$

（#）
#（ "）满足

$#（ "）%$（#）#（ "）$ %#)!#（"）
!$(（ "）
!"!#

$(#（ "）! （*&）
下面证明

(#（ "

"" ""

） )#,"（’#
）# ,##," $(（ "

"" ""

） )"（)） （*-）

成立，（*-）式中 ,是与#无关的正数 !为证明不等式（*-）成
立，只要找到一个标量函数*#（ "）$)#（)#）满足*#（ "）)

#)!#
!$(

!"!#
$ )#（)#，’#）及

*#（ "

"" ""

） )#,"（’#
）# ,##," $(（ "

"" ""

） )"（)） （*.）

即可 !假设标量函数+#$-/（)）且

+#（ "）$ # （,（ "，!)
#）##），

+#（ "）$ ( （,（ "，!)
#）% "#），

+#（ "）$ #， 0

"

+# 0 1 ,"#%# （# 1,（ "，!)
#）1 "#），
（*’）

则令

*#（ "）$ %#+#（ "）)!#（"）
!$(（ "）
!"!#
，

.# $｛" 0,（ "，!)
#）# "#｝&)# !

容易验证

*#（ "）$ )#（)#），
即

!*#
!"%

$ %#)!#
!+#
!"%

!$(

!"!#
%#+#

!)!#
!"%

!$(

!"!#

%#)!#+#
!"$(

!"!#!"%
!

由函数+#的性质及单胞函数 )!#（"），
!)!#（"）

!"%
的有界性，可

得下列不等式：

*

"" ""

# )#（)#）# ,+（ $

"" ""

(
)#（.

#
） )#$

"" ""

(
)"（.

#
））! （*2）

由文献［"］的引理 #3-，有

$

"" ""

(
)#（.

#
）# ,&##," $

"" ""

(
)"（)#）， （*4）

式中 ,& 是与#无关的正常数 !由（*.），（*2），（*4）式可证明
（*-）式的成立 !
综上所述可知，函数$#（ "）%$（#）#（ "）是方程组

!!##（$#（ "）%$
（#）
#（ "））$#("( )#!

("$

!"$
（ " $)#），

$#（ "）%$（#）#（ "）$(#（ "） （ " $’#），

%#（$#（ "）%$
（#）
#（ "））$#&# ("# （ " $ +#）

（*#(）
的唯一弱解 !易证（*#(）式中的函数("$ 满足如下不等式：

! ("

"" ""

$ !"（)#）# ,- $

"" ""

(
)+（)）! （*##）

由方程组（*#(）及方程组（#(）的正则性定理可知，不等式
（#’）成立 !
将算子!!"#作用于向量函数 "#（ "）% "（#）#（ "），类似地可

得下式：

!!"#（"#（ "）% "（#）#（ "））$ !!"%
&##%’$#’$（"#（ "( )））

% !!"%
&##%’$#’$（"（#）#（ "( )））

$#/#( # )# !!"%
/##% !

这里

/#( # $!
〈!〉$ +
［&#!+ ’$#’$（#!#!" 0）) &#!+ ’&"

1&# 0’
］ !+ 2(

0

!"!#!"!"!"!+

)［&#!" ’$#’$（!!#）% &#!" ’$3’$)!# ) &#!" ’&#
4(’］

!"$(

!"!#!"!"
，

（*#"）
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!!"# !!
〈!〉! "
"$"#%&"%&（!!#!" ’）

!" ($
’

!)!#!)!"
%"$"#%&"%&（"!#）

!#$

!)!#

% $"#%&*%&（#" &#（#）"（ )））’ （(#)）

在边界 +"上，#"（ )）& #（#）"（ )）满足

$""（#"（ )）& #（#）"（ )））!"%#!!"# ’

在边界&"上，#"（ )）& #（#）"（ )）满足

#"（ )）& #（#）"（ )）! &"!!#
!#$

!)!#
&""$#$

!!"（ )）’

类似于不等式（(*）和（(##），可证明如下不等式成立：

!

"" ""

" ,#+"（&"
）#-"#+"（ #

"" ""

$
,"（’）% #

"" ""

$
,#（’）），

!"，# !!

"" ""

"# ."（’"）#-"（ #

"" ""

$
,)（’）% #

"" ""
$

,"（’））’
（(#,）

综上所述可知，向量函数 #"（ )）& #（#）"（ )）是如下微分

方程组的唯一弱解：

."""（#"（)）& #
（#）
"（)））!"!!$" %"!

!!"&

!)&
（)$’"），

#"（)）& #（#）"（)）!!"（)） （)$&"），

$""（#"（)）& #
（#）
"（)））!"%& !!"& （)$ +"）’

（(#*）

由方程组（##），（(#*）的正则性及不等式（#-），（(#)），不等式
（#.）得证 ’ 定理 "证毕 ’

［#］ /012342251 (，67312 8 6，95:517;3<34 = #>-. /01’2343"- /5$610"0 748

9:8"4;"- +38(-3(8:0（(?2@0AB5?：C3A@DEF3<<51B）:##-
［"］ G<0717H G (，ID5?50J ( I，K327L751 = ( #>>" <$3%:’$3"-$6

984*6:’0 "5 =6$03"-"31 $5; ,4’4>:5"?$3"45（(?2@0AB5?：C3A@DE

F3<<51B）:)$
［)］ 87H3J M M，N3O<3J I P，G<0717H G ( #>>, ,4’4>:5"?$3"45 47

@"77:8:53"$6 A2:8$3480 $5; B53:>8$6 C(5-3"45$6（/0A<71：I:A71Q0AE

M0A<5Q）:*$
［,］ F0 R P，671 S I，S47 8 T "$$U /226 ’ <$3% ’ D4’2(3 ’ !"# #>>
［*］ V5A@5A 6 #>-U 984- ’ E$2$5EC8$5-: +:’"5$8（V3HW3：8I9I）:,U.
［U］ X R，X1QY472@ / "$$) D4’’(5 ’ <$3% ’ +-" ’ ! #$U"
［-］ F34 V K，R4 Z F #>>- E ’ D4’2(3 ’ 9%10 ’ !$# #U>
［.］ S47 8 T，K51Q F K #>>U B53 ’ E ’ D4’2(3 ’ <$3% ’ !# #*-
［>］ S47 8 T，ID71 V P，R51Q K 6 #>>> +38(-3 ’ =5> ’ <:-% ’ " U$#
［#$］ S53 6 [，S47 8 T #>>> E ’ /226 ’ <$3% ’ %% ).（71 SD71020）［曹立

群、崔俊芝 #>>> 应用数学学报 %% ).］

［##］ S53 6 [，S47 8 T #>>> E ’ +10 ’ +-" ’ <$3% ’ +-" ’ # ,>$（ 71

SD71020）［曹立群、崔俊芝 #>>> 系统科学与数学 # ,>$］

［#"］ S53 6 [ "$$U F(’:8 ’ <$3% ’ !&$ ##
［#)］ K4 Z =，S47 8 T "$$- D4’240 ’ +-" ’ G:-%546 ’ ’" ,-#
［#,］ =43 6 Z，R51Q K F，R4 T I "$$* /-3$ 9%10 ’ +"5 ’ (# >U（ 71

SD71020）［郭立新、王运华、吴振森 "$$* 物理学报 (# >U］

［#*］ VA0<35A 6 \ #>-* G%: 9%10"-0 47 H(**:8 =6$03"-"31（G]L3AB：G]L3AB

^17J0A27@W 9A022）:#U-
［#U］ SD5B_7;H 9 #>-, 9%"6 ’ G8$50 ’ H ’ +4- ’ .45; ’ %"’ )-#
［#-］ P5A@71 I X，S5A<231 ‘ X #>-- E ’ /226 ’ <$3% ’ 9%10 ’ %) )##
［#.］ \5a5Q315< N \，R710?51 ( I #>.* B53 ’ E ’ =5> ’ +-" ’ %$ "#-
［#>］ SD53 \ P，\5a5Q315< N \，R710?51 ( I #>.- /8-% ’ <:-% ’ $* **#
［"$］ X<EF5aa5A \，F5aE(<7 \ "$$) D4’240 ’ +-" ’ G:-%546 ’ ’$ >U-
［"#］ M7D5H M P #>>U I ’ /5>:J ’ <$3% ’ <:-% ’ "’ )*
［""］ K53 Z F，F51 [ "$$. /-3$ 9%10 ’ +"5 ’ (" *$*U（71 SD71020）［姚

小虎、韩 强 "$$. 物理学报 (" *$*U］

［")］ S57 6 S，SD01 [ b，=43 K，674 T 8，[7 8 F，K51Q Z ‘ "$$- D%"5 ’

9%10 ’ !’ ,>>
［",］ P0<02DH3 M M "$$) /226 ’ <:-% ’ H:K ’ (’ ))
［"*］ P;<0<<51 ( = #>.$ G%: D6$00"-$6 G%:8’4;15$’"-0 47 @:748’$*6:

<$3:8"$60（S5?cA7BQ0：S5?cA7BQ0 ^17J0A27@W 9A022）:#,*
［"U］ C3?712H7 8 6 #>-. G%:481 47 G%:8’4:6$03"-"31 J"3% /226"-$3"450
（(<:D01 511 B01 \7a1：I7a@D3LL C33ABD33L d1@0A15@7315< 94c<72D0A2）

:#$$
［"-］ I10BB31 6 C #>-, G%: ."5:$8 G%:481 47 G%:8’4:6$03"-"31（R701，C0_

K3AH：I:A71Q0AEM0A<5Q）:#.>
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!"# $%&!’()*# +,-,$# #*#.#-$ (&./0$)$,&- +&1 $"#1.&#*)’$,(
/1&2*#. ,- /#1,&3,( /#1+&1)$#3 3&.),-!

!"#$ %&#$’()#$*）+ ,-) .-#’/0)1） 2"#$ 3)#$’4)5#$*）

*）（!"##$%$ "& ’()*$+(),-. (/0 1/&"2+(),"/ 3-,$/-$，45(/%6*"5 7/,8$2.,)9，45(/%6*"5 6*7778，!*,/(）

1）（:-(0$+9 "& ’()*$+(),-. (/0 39.)$+ 3-,$/-$，!*,/$.$ :-(0$+9 "& 3-,$/-$.，;$,<,/% *77*97，!*,/(）

（:";")<"= 19 2";">?"@ 177A；@"<)B"= >5#-B;@)CD @";")<"= 17 35@;0 1779）

E?BD@5;D
F0" C@&?G">B &H ;&>C&B)D" BD@-;D-@"B ;&#D5)#)#$ B>5GG C"@)&=); C"@H&@5D"= ;&#H)$-@5D)&#B 5@" &HD"# "#;&-#D"@"= )# D0"
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专刊 冯永平等：周期孔洞区域中热力耦合问题的双尺度有限元计算 T YYU


