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研究了广义 )*+,-.//系统的时间积分定理 0给出系统的时间积分等式，并由此等式导出类能量方程、类维里定
理、一个积分变分原理和一个微分变分原理 0
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! @ 引 言

时间积分定理是分析力学中的重要定理 0这些
定理不仅是理论工具，而且用于构造近似解析解时

显得十分方便［!］0专著［#］用较大篇幅论述了完整和
非完整系统的时间积分定理及其应用 0文献［$］研究
了变质量非完整系统的时间积分定理 0文献［A］研究
了 )*+,-.//系统的时间积分定理 0对 )*+,-.//系统的
研究已取得重要进展［1—##］0文献［#$］给出了广义
)*+,-.//方程 0由广义 )*+,-.// 方程描述的系统称为
广义 )*+,-.//系统 0本文研究广义 )*+,-.//系统的时
间积分定理，给出广义 )*+,-.// 系统的时间积分等
式，并由此导出一些方程、定理和原理 0

# @ 广义 )*+,-.//系统的时间积分等式

广义 )*+,-.//方程有如下形式［#$］：

!!!
!""

B!
!"
!"( )! "·! B !#

!""
B!

!"
!$ C#" D %

（"，! D !，#，⋯，#%）， （!）
其中 # D #（ $，!）为 )*+,-.//函数，!" D !"（ $，!）为

)*+,-.//函数组 0#" D#"（ $，!）为附加项 0当#" D %
（"D !，#，⋯，#%）时，方程（!）成为 )*+,-.//方程
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将方程（!）两端乘以任意函数 &" 并对"求和，
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将其在任意两个瞬时 $% 和 $! 之间积分，得
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（A）式被称为广义 )*+,-.//系统的时间积分等式 0
适当选取任意函数 &"，可得到广义 )*+,-.//系

统动力学的一些有用结果 0

$ @ 类功率方程
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由于
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以及积分区间［ ##，#%］的任意性，由（&）式得到
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（)）式可改写为
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因为 ,-./0122函数通常代表能量，故称（+）式为类功
率方程 (由（+）式可得到如下命题和推论 (
命题 ! 如果动力学函数 $，!" 和#" 满足

条件
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则 ,-./0122函数 $ 为系统的积分 (
推论 ! 对自治广义 ,-./0122系统，如果附加项

#" 满足条件

#""
·" " #， （%%）

则 ,-./0122函数 $ " $（!）是系统的积分 (
推论 " 对 ,-./0122系统，如果函数 $，!" 满足

条件
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则 ,-./0122函数 $ 是 ,-./0122系统的积分 (
推论 3已由文献［4］给出 (
例 ! 二阶广义 ,-./0122系统为
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此系统满足（%#）式，由命题 %知，有积分
%
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4: 类维里定理
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则时间积分等式（4）给出
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称（%&）式为类维里（<-.-=>）定理 (
例 " <=7 *?. @1>方程为

&A ’$（% ! &3）&·’ & " #( （%$）
利用类维里定理（%&），可求得振子（%$）的渐近振幅 (
令

"% " &，"3 " &·，
则方程（%$）可表为
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当$" #时，方程（%$）的解是频率% " %，振幅和相位
依赖于初值的谐和解 (因此，对$"#，可试渐近谐和
解有形式

"% " ’8-7&，"3 " ’%618&，& " %#，（%+）
其中振幅 ’ 和频率%待定 (类维里定理（%&）给出
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这里对时间积分取 ## " #，#% " 3"
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(将（%+）式代入
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"·% " "3，

!
3"B%

#
"·3 "% * # " ! ’3%3!

3"B%

#
8-73%#* #

" ! ’3%3 "
%
，

!
3"B%

#
（"%）3 * # " ’3 "

%
，

!
3"B%

#
"% "3 * # " #，

!
3"B%

#
"3（"%）5 * # " #，

则有 ’3（%3 ! %）"
%

" #，
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!" 积分变分原理和微分变分原理

取
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此时（%）式给出
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则（$,）式可表示为
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其中 ".& #$!""! + （$/）
称（$!）式为广义 01211345678911原理［$%］+于是有

命题 ! 由广义 45678911 系统的时间积分等式
（%）可导出广义 01211345678911原理 +
由（$,）式中积分区间的任意性，可得到如下微

{
分变分原理：

!$#
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称（$:）式为广义 012113456789113*.;<=>?=6@原理 +于是有
命题 " 由广义 45678911 系统的时间积分等式

（%）可导出广义 012113456789113*.;<=>?=6@原理 +

/ " 结 论

由广义 45678911系统的时间积分等式（%）出发导
出了系统的类功率方程（A），类维里定理（&/），广义
01211345678911 原理（$!）以及广义 012113456789113*.
;<=>?=6@原理（$:），使得广义 45678911系统动力学可
以建立在它的时间积分等式上 +同时，时间积分等式
也有许多应用，如例 $指出的 +
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