
黏性水波振荡型行波解的存在性!

张 亮!）"）# 张立凤!） 吴海燕$） 王骥鹏%）

!）（解放军理工大学气象学院应用地球物理研究室，南京 "!!!&!）

"）（’(!() 部队，乐平 $$$$&&）

$）（’%*)) 部队，衢州 $"%&&!）

%）（总参气象水文局，北京 !&&&*!）

（"&&* 年 ) 月 "$ 日收到；"&&* 年 + 月 !" 日收到修改稿）

利用追赶法技巧，研究了倾度为常数的宽矩形通道中黏性水波振荡型行波解的存在性，证明了当黏性系数、摩

擦系数、倾度和高度比满足一定关系时，存在唯一的振荡型行波解 ,由于解析求解的困难，通过数值计算，给出了部

分结果，最后进一步讨论了可能存在的振荡型行波解的结构 ,
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!国家重点基础研究发展计划（批准号："&&+01%!!*&&，"&&%01%!*$&%）资助的课题 ,
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! = 引 言

研究偏微分方程的行波解是物理学、化学、气象

学、生物学等领域中的一个重要研究课题 ,最早的偏

微分方程行波解的研究可追溯到 !’&( 年 >?@ABC 的

一个关于反应扩散方程的报告，/6DABC 和 .<74<E<C<F
在 !’$+ 年分别发表了描述一维空间中人口优势基

因的时空分布文章 ,自此以后，很多专家和学者对反

应扩散方程的行波解进行了更深入、细致的研究，也

发展了很多方法，例如摄动方法［!—!&］、追赶法［!!—!*］、

上下解方法［!’］、0<G7BH 指标法［"&—"$］、拓扑法［"%］、I<JK
分支理论［")］和中心流形定理［"(］等方法 , 近年来，人

们又 发 现 了 求 解 偏 微 分 方 程 孤 立 波 的 精 确 解

方法［"+—$(］,
文献［!(］应用追赶法技巧，研究了倾度为常数

的宽矩形通道中黏性水波单调行波解的存在性 ,但
直到现在为止，还没有发现对其振荡型行波解研究

的文章 ,本文同样应用追赶法，证明了当黏性系数、

摩擦系数、倾度和高度比满足一定关系时，宽矩形通

道中的黏性水波存在唯一的振荡型行波解 ,为了保

持本文符号与文献［!(］中的一致性，我们仍采用文

献［!(］中的符号来描述黏性水波的运动方程 ,

" = 数学模型

在水力学理论中，倾度!为常数的宽矩形通道

中的水波满足如下运动方程［!(，$+］：
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其中，#（ "，$）为水流在垂直于河床的 ( 方向的平均

速度，其加速度忽略不计，!（ "，$）为水流高度，%!

M %;<D!，& M @5G!是斜率，’ K 是底部摩擦系数，假设

%!，!和 ’ K 均为正常数 ,
为了寻找方程（!）的行波解，可令

! M !（)），# M #（)），) M $ 9 *"， （"）

其中 * 为常数，若记 + 为积分常数，则方程（!）可

化为
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假设 !" P !!，且（$），（%）式在 ) M Q R处满足齐次

边界条件

%! & 9
’ K
!!
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则以下关系成立：
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由（’），（+）式中消去 ! 可得

,$
,( " "! #

（$ % $!）（$ % $$）（$ % )）

"! $’ % &$ ，（-）

其中 ) "
$! $$

（ $" ! & $" $ ）$ )记!（ $）" "! $’ % &$，若

!（$!）·!（ $$）. /，则（-）式的解将会出现不连续现

象 )为了使（-）式的解连续，文献［!0］在方程（!）中引

入了黏性项，即

$* &（$!）+ " /，

!* & !!+ & "! $+ " "! # % % # !$ ($ &!!++，（1）

其中!为黏性系数，并假设它为正常数 )
将方程组（$）代入方程组（1）并消去 $，可得

,$ !
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其中 ,（!）"（ ! % ’）& "! & (（ ! % ’）$，-/（ !）"
"! #& % % # !$（’ % !）)（!/）式可表示为如下一阶常

微分方程组：
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!
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下面简单讨论函数 ,（!）和 -/（!）的性质 )
因为 ,2（ !）" ! % $"! & (（ ! % ’）’ " ! & $"!

& (（’ % !）’ 3 !，所以 ,（!）是关于 ! 的严格单调递

增函数 )

由于 -/（ !）" "! #& %
% # &
$ !$ " &

$’（ "! #$’ %

% # !$ $$）" "! #&
$’ （$ % $!）（$ % $$）（$ % )），故当 $ "

$!，即 ! " !! 时，有 -/（!!）" /，同理有 -/（!$）" /)
设 !’ " % !/ 为 $ " ) 时对应的值，则利用根与系数

的关系，可得 !! & !$ & !’ " ’，即 !/ " !! & !$ % ’ )
又因 为 !/ " !! & !$ % ’ "（ !! & !$ ）%

!$ $$ % !! $!
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3 /，故 -/（ !）可表

示为 -/（!）" % #（! % !!）（! % !$）（! & !/）)
为了 简 化 方 程（!!），可 令 / "（ ! % !! ）(

（!$ % !!），0 " . (（!$ % !!），则 /#［/，!］，且 /（ %
4）" !，/（ & 4）" /)

若再记 1 "
!! & !/

!$ % !!
3 /，2 " "! &

（!$ % !!）’ ，%! "

’ % !!

!$ % !!
3 !，3 "

!$ % !!

!
，4 "

% #
&（ !$ % !! ）3 /，

"（/）"（/ % %!）& 2
（/ % %!）$ ，5（/）" 4/（/ % !）

（/ & 1），则方程（!!）可转化为
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,( " 3"（/）0 % 35（/）)
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可知方程（!$）有两个平衡点 6（/，/）和 7（!，/），且

（!$）式的 56789: 矩阵可表示为

!! "
/ !

3"2（/）0 % 352（/） 3"（/( )）
)

在 6（/，/）点，我们得到如下的切线性方程：
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,( " 341/ & 3"（/）0，
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其特征值为";
! " !

$［3"（/）; 3$ "$（/）& +" 341］)

显然，不论 "（/）$/ 还是 "（/）. /，6（/，/）都是方

程（!’）的鞍点，也是方程（!$）的鞍点 )
在 7（!，/）点的切线性方程为

,/
,( " 0，

,0
,( " % 34（! & 1）（/ % !）& 3"（!）0，（!+）

其特征值为

";
$ " !

$［3"（!）; 3$ "$（!）% +34（! & 1" ）］)

记 3/ " +4（! & 1）("$（!），则 7（!，/）点的性质可分

析如下：

!）当 "（!）3 /，3$ 3/ 时，7（!，/）是不稳定

结点；

$）当 "（!）3 /，3 . 3/ 时，7（!，/）是不稳定

焦点；

’）当 "（!）" / 时，7（!，/）是方程（!+）的中心，
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但它不一定是方程（!"）的中心［#$］；

%）当 !（!）& ’，"!"’ 时，#（!，’）是稳定结点；

(）当 !（!）& ’，" & "’ 时，#（!，’）是稳定焦点 )
显然对于最后两种情形的研究是没有意义的，

也就是说在我们的现实生活中，若水只受重力作用，

则不会出现“水往高处流”的现象 )文献［!*］讨论的

是第一种情形，即 $（’，’）是鞍点，#（!，’）是不稳定

结点的 情 况 ) 本 文 将 要 讨 论 的 是 第 二 种 情 形，即

$（’，’）是鞍点，#（!，’）是不稳定焦点的情况 ) 对于

第三种情形的研究，将是我们下一步的工作 )
引入变量! + %" ,%! - !，"" + & , ’ .，# + ( ,"，

则有
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令%+ / .，则 /（ / 1）+ ’，/（ 0 1）+ !，且

方程（!"）变为
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方程（!(）的 345678 矩阵为
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’ / !
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在 $（’，’）点的切线性方程为

2/
2%

+ / 0，

20
2%

+ / "(-/ / "!（’）0， （!*）

其特征值为

":
# + !

"［/ "!（’）: "" !"（’）0 %# "(-］)

所以 $（’，’）点是方程（!(）的鞍点，对应于"0
# 的特

征向 量 为（!，/"0
# ），对 应 于"/

# 的 特 征 向 量 为

（!，/"/
# ）)

在 #（!，’）点的切线性方程为

2/
2%

+ / 0，

20
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+ "(（! 0 -）（/ / !）/ "!（!）0，
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其特征值为

":
% + !
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显然，当 !（!）- ’，" & "’ 时，#（!，’）点是（!(）的稳

定焦点 )

# < 振荡型行波解的存在性

在给出单调行波解的存在性定理前，先给出如

下两个引理 )
引理 ! 过 $（’，’）点 在 第 四 象 限 的 轨 线

0"（/）关于 " 是严格单调递减的，即当 "! & ""

时，有 0"!
（/）- 0""

（/）)

该引理的证明过程见文献［!*］)
引理 " #（!，’）点附近的轨线 0"（/）是渐近

稳定的，且轨线的螺旋方向是逆时针的 )

证明 令 2 + / / !，, + 0，=4>& + ,
2 ，则

#（!，’）点的切线性方程为

22
2%

+ / ,，

2,
2%

+ "(（! 0 -）2 / "!（!）, )

记 *（2，,）+ !
"［"(（! 0 -）2" 0 ," / "’2,］0 !，

其中

’ &’& ?8> %"(（! 0 -）!（!）

%(（! 0 -）0 "!"（!）
， "(（! 0 -#( )） )

由于 ’ &’ & "(（! 0 -# ），故 对 任 意 的 2，,，有

*（2，,）- ’，

2*
2%

+ "(（! 0 -）2 22
2%

0 , 2,
2%
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因为!) ’#$（$ % %）&（$）

’$（$ % %）% #&&（$）
) #&（$），所以 #&（$）

!!* +，且 $（$ % %）! !#&
&（$）

’（#&（$）!!）
* +，故

"’
""

) +，

即轨线 (#（)）在 *（$，+）点附近是渐近稳定的 (

又由于 ,-.## !
" ，所以有

/01&#·
"#
""

# $
"& " "!

""
! ! ""

"( )
"

# $
"&［"（#$（$ % %）" ! #&（$）!）% !&］

# $
" [& #$（$ % %） " ! #&（$）

&#$（$ % %）( )! &

% !& ! #& &&（$）
’#$（$ % %）! ]& ，

由 # ) #+ 知
"#
""

* +，即轨线 (#（)）在 *（$，+）点附

近的螺旋方向是逆时针的 (引理证毕 (
定理 当 &（$）* +，$2&（$）) # ) #+ 时，方程

（$3）存在唯一的振荡型行波解，如图 $ 所示 (

图 $ 方程（$3）振荡型行波解示意图

证明 我们应用追赶法来证明此定理，分为以

下四步 (
第一步 以 +（+，+）点为圆心，足够小的正数

$$ 为 半 径 作 圆，交 第 四 象 限 的 区 域 记 为 +$$
#

｛（)，(#（)））4 )& % (&
#（)）!$$，) * +，(#（)）)

+｝，如图 & 所示 ( 可证明在区域 ($$
内，) 严格单调

递增，且 (#（)）严格单调递减 (

因为$$ 足够小，所以轨线 (#（)）在第四象限

从 +（+，+）点 沿 特 征 方 向（$，!%%
5 ）出 发 后，在

)"（+，$$）时，方程（$6）与（$3）的轨线一致，所以有

") 2"" # ! (#（)）* +，即 ) 严格单调递增 (

"(#（)）

") # #&（+）% #$%)
(#（)） (#（)）# !%

%
5 )

# #&（+）% ! #$%
%%

5
%%%

5 !%%
5

# !%%
5 ) + (

故在 +$$
内，(#（)）严格单调递减 (

图 & 方程（$3）相平面轨线

第二步 过 +（+，+）点，作三条直线 ($（)）#
,$ )，(&（)）# ,& )，(5（)）# ! ) 和一条曲线

(’（)）# -（)）
#+

， 其 中 ,$ * $
&［#&（$） %
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!! "!（"）# !#（ $ # "）! ! ］，%! $ "
!［!"（%） &

!! "!（%）# !#（ $ # "）! ! ］’ 记!为& 轴，& ("" 和

’)（&）构 成 的 区 域，可 证 明 轨 线 ’!（&）位 于

’"（&）与 ’!（&）之间，且在轨线 ’!（&）第一次与

& ( "相交之前在 &"（"，"）内不能与 & 轴相交，

同时轨线 ’!（&）在!内，有
*’!（&）

*&
!

$ %’还可

以证明，轨线 ’!（&）必与 & ( " 相交，若设第 ( 次

与 & ( " 相交的交点为（"，’#( ），则 & " $ ’#" $ % ’

因为

*’!（&）

*& ’"（&）

&
*’"（&）

*&

( !"（&）& !#（& & "）（& # $）
%"

& %"

$ !"（"）& !#（& & "）（& # $）
%"

& %"

( & "
% (
"

%!
" & !"（"）%"

# !# & # $ & "( )!
!

&（ $ # "）![ ] )) ，

又因为

%" + "
!［!"（"）# !! "!（"）# !#（ $ # "）! ! ］+ %，

所以
*’!（&）

*& ’"（&）

&
*’"（&）

*& $ %，即轨线 ’!（&）

位于 ’"（&）下方 ’
因为

*’!（&）

*& ’!（&）

&
*’!（&）

*&

( !"（&）& !#（& & "）（& # $）
%!

& %!

+ !"（%）& !#（& & "）（& # $）
%!

& %!

( & "
% (
!

%!
! & !"（%）%!

# !# & # $ & "( )!
!

&（ $ # "）![ ] )) ，

又因为

%! $ "
!［!"（%）& !! "!（%）# !#（ $ # "）! ! ］$ %，

所以
*’!（&）

*& ’!（&）

&
*’!（&）

*& + %，即轨线 ’!（&）

位于 ’!（&）上方 ’
因为

*’!（&）

*&
!

( !"（&）& !)（&）
’!（&[ ]）

!

$ !"（&）& !)（&）
’)（&）

$ !［"（"）& !%］$ %，

所以在轨线 ’!（&）第一次与 & ( " 相交之前在 &

"（"，"）内不能与 & 轴相交，同时轨线 ’!（&）在!

内，有
*’!（&）

*&
!
$ %’

若轨线 ’!（&）不与 & ( " 相交，这与&（ # ,）

( " 矛盾，所以轨线 ’!（&）必与 & ( " 相交 ’由文献

［"-］知，从 *（%，%）点沿特征方向（"，&##
. ）出发的

轨线 ’!（&）若第一次与 & ( " 相交于 +（"，%）点，

则有 !$!%，此时 +（"，%）为稳定的结点，这与 ! $
!% 矛盾，又由于轨线第一次与 & ( " 相交前，不能

够进入!区域，故 ’#" $ % ’

因为
*’!（&）

*& ’.（&）

&
*’.（&）

*& ( !"（&）& !)（&）
’.（&）

# " ( !"（&）# !#（& & "）（& # $）# "，当 & ( "

时，有
*’!（&）

*& ’.（&）

&
*’.（&）

*& ( !"（"）# " + "’由

于 "（&）是严格单调递增的，且 )"（&）( !#（& & "）

（& # $）在 &"（%，"）是连续可微的，故存在一个足

够小 的 正 数"!，使 得 当 &"［" &"!，"］时，有

*’!（&）

*& ’.（&）

&
*’.（&）

*& + %，即轨线 ’!（&）与 &

( " 的交点必位于 ’.（&）与 & ( " 的交点上方，即

& " $ ’#" $ % ’
第三步 证明轨线 ’!（&）与 & ( " 相交后，必

以中心为 +（"，%）点，按逆时针方向的螺旋线方式依

次与 & 轴和& ( " 相交 ’ 若记轨线第 ( 次与& 相交

的交点为（&#( ，%），则可证明 / ’#( /与 / &#( & " /都是

指数收敛的，其中 ( 为自然数 ’
记 , # (｛（&，’!（&））/ & ( "，’!（&）$%｝，

, & (｛（&，’!（&））/ & ( "，’!（&）%%｝，令轨线

’!（&）与 & ( " 的第一次相交时$($
#
" ’因为当 &

$" 时，"（&）与 )（&）都是关于 & 的严格单调递增

函数且 "（"）+ %，)（&）$%，& " $ ’#" $ %，由方程
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（!"）知，必 存 在 常 数!
!
#（!

!
# $!

!
! ），使 得 当!"

［!
!
! ，!

!
# ］时，!"（#）与 # 都是严格单调递增的，且

当!%!
!
# 时，!"（#）% &，即轨线必与 # 轴相交 ’

因为当!%!
!
# 时，(!"（#!! ）)(!% "$（#!! ）$

&，故存在常数"!，使得当!"［!
!
# ，"! ］时，有 !"

（#）$ &，且 # 严格单调递减 ’由于当 # $ ! 且 # 严

格单调递减时 %（#）与 $（#）都是严格单调递减的

且 %（#）$ &，$（#）$ &，故存在常数"#，使得当!%

"# 时，(!"（#）)(!% &，此时 !"（#）达到最大值，且

!"（#）$ &’下面证明轨线 !"（#）必与 & * 相交，且

!!# #& ’由于 !"（#）位于 !!（#）下方，若 !!# + &，

则轨线 !"（#）必交 # 轴于一点（##，&）且有 ## $
!’设此时! %",，由 (# )(! % - !"（#）知，存在正

数$，使得当!"［",，", *$］时，# $ ## $ !，即轨线

与 # % ! 不相交 ’ 随着!的增加，轨线 !"（#）不能

再与 # % ! 相交，这与 #（ * .）% ! 矛盾 ’ 显然，若

轨线与 & * 交于 ’（!，&）点，则可完成此定理的证明 ’
我们假设 !!# $ &，并设此时!%!

!
, ，由 (# )(!% -

!"（#）知，随着!的增加，# 是严格单调递减的，因

为 !"（#）位于 !!（#）下方，所以轨线必向下穿过

# 轴，并交 # 轴于（#!# ，&）点，设此时!%!
!
/ ’因为

轨线 !"（#）位于 !#（#）上方，若 !!, $ &，则轨线必

与 # 轴 交 于 一 点（ #%，&），其 中 & + #% + !’ 当

#"［#%，!］时，#，!"（#）都是关于!的严格单调

递增函数，且 !"（#）$ &，由 (# )(!% - !"（#）知，

这显然是不可能的 ’ 若轨线 !"（#）交 & - 于 ’（!，

&）点，这也可完成此定理的证明 ’
现假设 !!, + &，并记此时! %!

!
" ，下面证明

0 !!( 0与 0 #!( - ! 0关于!都是指数收敛的 ’

因 为
(!!(
(!

% - "%（ !）!!( ，所 以 !!( % !!! 123

［ - "%（!）·（!
!
# ( - ! -!

!
! ）］’故 0 !!( 0 关于!是指数收

敛的 ’ 因为当 # $ ! 时，有 %（#）$ %（!），$（#）$ $
（!）% &，故当 #"［!，#!! ］且轨线 !"（#）在 # 轴下

方时，有
(!"（#）

(# % "%（#）- "$（#）
!"（#）

$ "%（!）$ !，

即 0 !!! 0 $ #!! - ! ’ 由于 0 !!( 0 关于!是指数收敛

的，故 0 #!( - ! 0 也是关于!指数收敛的，即轨线

!"（#）是以 ’（!，&）为中心，按逆时针方向的螺

旋线 ’
第四步 按第三步的方法，可证随着!的增

加，轨线 !"（#）必将多次与 # 轴和 # % ! 相交，由

引理 ! 知，当!$ * .时，!"（#）趋向 ’（!，&）点 ’再
由引理 # 知，方程（!"）振荡型行波解是唯一的 ’定理

证毕 ’
因为 !)%（!）+ " + "&，即 %#（!）+ /&（! * )），故

只需要解如下两个关于’的不等式

’（%’ * !）# -(#

(#（’ - !）
$ &*#

+ 4（’ - !）
，

’（%’ * !）# -(#

(#（’ - !( )）

#

+ /&（’ * #%’）

’ - ! ’
（!5）

因为’$ !，故不等式（!5）可化为

&*#(# ) + 4 +’（%’ * !）# -(#

+ #(#
&（’ - !）（’ * #%’% ），（!6）

由（!6）式可见，’不仅是(与&的函数，还是 *# 和

+ 4 的函数 ’ 由于解析求解’存在很大困难，下面我

们应用数值方法来计算满足（!6）式的’值，取 *# ) + 4

% "& ’ 令 ,!（’）%’（%’ * !）# -(#，,#（’）%

#(#
&（’- !）（’* #%’% ），若取( % ,，& % &7&&&!，

则 !78&, +’+ !78,9 ’ 表 ! 给出了对应于不同的(
和&且满足不等式（!6）式的’的取值范围 ’

表 ! 对应于不同的(和&且满足（!6）式的’的范围

&
(

#7" ,7& ,7" /7& /7"

&7&&&! （!7,/9，!7,9#） （!78&,，!78,9） （#7&8&，#7!#"） （#7//9，#7"#8） （#75,&，#76/!）

&7&&&" （!7,9,，!7,55） （!78#/，!7858） （#7&69，#7#&"） （#7/89，#79/,） （#759/，,7!&&）

&7&&!& （!7,5"，!7/!&） （!78"!，!75#8） （#7!#5，#7#96） （#7"!,，#78,8） （#76&9，,7##5）

&7&&#& （!7/#8，!7//!） （!75&,，!7558） （#7!6!，#7,9"） （#7"58，#7588） （#766&，,7/#&）

5&8 物 理 学 报 "5 卷



!" 讨 论

第三部分定理的证明过程中，只是证明了轨线

!"（#）从 $（#，#）点沿着特征方向（$，%!&
’ ）出发，

必在第四象限交 # ( $ 于（$，!!$ ）点，并没有讨论轨

线 !"（#）与 # ( $ 相交之前，当 #"（#，$）时的轨

线性质 ) 图 * 给出的仅仅是
+* !"（#）

+#* , # 的情形，

那么是否存在正常数 %（% - $）和足够小的正数"，

使得当 #"（% %"，% &"）时，
+* !"（#）

+#* - # 呢？由

于 此 问 题 的 复 杂 性，这 里 我 们 仅 以 !"（ #）在

#"（#，$）内有三个极值点来简单讨论这种情形是

否存在，即讨论是否存在三点（#$，!$），（#*，!*），

（#’，!’），满足
+!&

+#&
( #（ & ( $，*，’），其中 # - #$ -

#* - #’ - $，!& - #)

因为
+!&

+#&
( #，所 以 ’（#& ）(

(（#&）

!&
) 又 因 为

’（#）是关于 # 的严格单调递增函数，故 ’（#$）-

’（#*）- ’（#’），即
(（#$）

!$
-
(（#*）

!*
-
(（#’）

!’
) 若记

)& (
(（#）
!&

，则以下两种情形是可能存在的：

情形 ! !$ - !* - !’ - #（见图 ’），图 ! 显示了

该情形下方程（$.）的相平面轨线与 # ( $ 第一次相

交前的图像 )
情形 " !$ ( !’ - !* - #（见图 .），图 / 显示了

该情形下方程（$.）的相平面轨线与 # ( $ 第一次相

交前的图像 )
故系统（$.）也可能存在如图 0 所示的振荡型行

波解 )

图 ’ 情形 $ 下 )& 与 ’（#）相交图像 图 ! 情形 $ 下与 # ( $ 第一次相交前的相平

面轨线

图 . 情形 * 下 )& 与 ’（#）相交图像

图 / 情形 * 下与 # ( $ 第一次相交前的相平面轨线 图 0 方程（$.）可能的振荡型行波解示意图

感谢黄思训教授对本文的热情帮助 )
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