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利用拓展系统变量，增加系统的非线性函数和对原系统实施反混沌控制方法，构建了一类关联且有多种切换

方式的超混沌系统，对这类系统的分岔图、平衡点的稳定性、)*+,-./0指数和动力学行为的演化过程进行了分析 1设
计了实现切换超混沌系统的电路，利用开关的切换，一个电路能实现多个超混沌系统的功能 1
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! F 引 言

混沌保密通讯和混沌数字通讯是非线性科学理

论研究和应用研究最为活跃的领域之一，也是将混

沌理论转化为实际应用的研究热点［!—""］1基于多个
系统间切换的键控技术能扩展混沌数字通讯的频

率，文献［!—(］利用系统间切换实现多通道混沌数
字通讯；为了增强混沌同步保密通讯的安全性能，文

献［%—!2］探讨了多个关联子系统之间的切换混沌
同步问题 1基于多个关联子系统之间的切换混沌同
步保密通讯，既能克服 G9H混沌同步保密通讯系统
安全性能差的缺点，也能弥补环链耦合混沌同步保

密通讯系统难以实现的不足［!(］1由此可见，对多个
关联混沌系统之间切换问题的研究，不仅具有深远

的理论意义，而且具有广泛的应用价值 1为了建构子
系统足够多又能容易相互切换的混沌系统，文献

［!E，!2］采用增加并改变系统非线性特性的方
法［!%—""］，建构了包含多个子系统的关联且可切换的

复杂混沌系统 1本文利用拓展系统变量，增加系统的
非线性函数和对原系统实施反混沌控制方法，构建

一类关联且有多种切换方式的超混沌系统，对这类

系统的分岔图、平衡点的稳定性、)*+,-./0 指数和
)*+,-./0维数，以及动力学行为的演化过程进行分

析 1设计实现新的切换超混沌系统的电路，利用开关
的切换，一个电路能实现多个超混沌系统的功能 1

" F 切换系统的构建

采用拓展系统变量并将其反馈回系统的方

法［!%—"!］，对三维混沌系统［""］进行改造，构建四维超

混沌系统 1由于对原系统实施反控制方式的不同，四
维超混沌系统存在多种形式；增加并改变系统的非

线性函数，进而构建关联可切换四维超混沌系统 1对
三维混沌系统实施非线性拓展并将拓展变量线性反

馈控制到原系统的第一项，构建一类关联可切换四

维超混沌系统

!·I "（# D !）J $，

#·I %# D !$!&，

&·I D ’& J !$ (!（!，#），

$·I )("（!，#，&，$）J !$ (E（!，#，&，$）1

（!）

（!）式中正常数 "，%，’，) 为系统参数，!，#，&，$ 为
系统变量 1为了达到电路实现容易和切换操作方便
的目的，构建关联可切换四维超混沌系统需满足以

下条件：!）保持系统的参数不变，发生改变的是系统
拓展函数的变量和系统的非线性特性；"）限定系统
变化的非线性函数在系统变量的二次函数中选择；

E）系统参数的取值要保证所有子系统皆处于超混沌
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状态 !
对于系统（"），系统变化的非线性函数 !"（ "，#）

在系统变量的二次函数 "#，"#，## 中选取；系统拓展

函数的线性部分 !#（"，#，$，%）在 "，#，$，% 中选取；
系统拓展函数的非线性部分 !$（ "，#，$，%）在系统
变量的二次函数 "%，#$，#% 中选择时，共有（$ % & %
$ ’ $(）种组合，意味着系统（"）包含 $( 个可供选择

的子系统，但有些子系统不稳定，例如取 !"（ "，#）’
"#，!#（"，#，$，%）’ "，!$（ "，#，$，%）’ #% 构成的子
系统不稳定 !研究结果表明，系统（"）中能够成为混
沌系统的子系统有 #)个 !以下将以表 "中选定的具
有代表性的 *个子系统为例，对关联可切换混沌系
统的构建及其特性进行分析 !

表 " 关联可切换四维超混沌系统（"）的 *个子系统列表

子系统 !"（ "，#） !#（ "，#，$，%） !$（ "，#，$，%） 子系统 !"（ "，#） !#（ "，#，$，%） !$（ "，#，$，%）

（+） "# # #$ （,） ## " #$

（-） ## $ #$ （.） "# " "%

（/） "# % "% （0） ## $ #%

（1） "# % #% （2） "# # #%

图 "表示系统参数 & ’ &3，’ ’ #4，( ’ $保持不
变，*个子系统变量 # 随系统参数 ) 变化的分岔图 !
图 "中的（+）图对应表 "中的子系统（+），以此类推，
根据这类四维超混沌系统的分岔图，确定使子系统

都处于混沌状态共同的系统参数值 !
从图 "可以看出，当系统参数 & ’ &3，’ ’ #4，(

’ $，) ’ "时，选定的 * 个子系统皆处于混沌状态，
且 *个子系统的动力学演化行为有较大差异 !

$ 5 系统切换功能的实现

关联可切换四维超混沌系统（"）的各个子系统
之间存在一定的差异，也存在着密切的联系 !根据
（"）式设计了一个能实现四维超混沌系统切换功能
的实际电路，如图 #所示 !图中的运算放大器皆选用
67$#&，电路中各元件的数值如图中标示，它们由系
统的参数决定 !用模拟乘法器实现系统（"）中的二次
非线性函数 !通过电路中开关的切换可进行子系统
间的转换，开关 *"，*# 的组合实现非线性函数 "#，

"# 和 ## 的切换；开关 *$，*& 和 *4 实现线性函数

."，.#，. $ 和 .% 的切换；开关 *(，*) 的组合实现非

线性函数 "%，#% 和 #$ 的切换 !利用图中开关的切
换，一个电路可以实现多个四维超混沌系统的功能，

操作灵活简便 !

& 5 切换系统的特性分析

将 !"（"，#）’ "#，!#（ "，#，$，%）’ #，!$（ "，#，$，

%）’ #$ 代入系统（"），得到子系统（+）的表达式为

"·’ &（# 8 "）9 %，

#·’ ’# 8 "3"$，

$·’ 8 ($ 9 "3"#，

%·’ )# 9 "3#$ !

（#）

当系统参数 &，’，(，) 取正数时，子系统（+）只有唯
一的平衡点 +3（3，3，3，3），在平衡点 +3 处的

:+-;,<+=矩阵为

! ’

8 & & 3 "
3 ’ 3 3
3 3 8 ( 3
3 )











3 3

! （$）

（$）式在平衡点 +3 处的特征值为!" ’ 8 &，!# ’ ’，

!$ ’ 8 (，!& ’ 3 !四个特征值皆为实数，其中一个特
征值大于零，一个特征值等于零，两个特征值小于

零，因而平衡点 +3 是不稳定的鞍结点 !数值计算的
结果表明，当系统参数为 & ’ &3，’ ’ #4，( ’ $，) ’ "
时，子系统（+）的 6>+?@=;A指数（6B）为!6" ’ $5)3C)，

!6# ’ 35()&$，!6$ ’ 3，!6& ’ 8 #)5&&4$ !拥有两个正的

6>+?@=;A指数，子系统（+）为超混沌系统，分形维数

,6 ’ - 9 "
D!6（ - 9 "）D!

-

. ’ "
!6( ). 为 $5"4C) !根据图 # 设计

的电路，利用 BEF电子电路仿真软件在模拟示波器
上得到子系统（+）的部分相图如图 $所示，其坐标系
设置和坐标轴的单位为（+）"G $（" HI格，" HI格），（,）
$G%（" HI格，354 HI格）!
同理可得，子系统（,）只有唯一的平衡点 +3（3，

3，3，3），:+-;,<+=矩阵在平衡点 +3 处的特征值为!"

’ 8 &353#4，!# ’ #4，!$ ’ 8 $，!& ’ 353#4 !四个特征
值皆为实数，且有两个特征值大于零，两个特征值小
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图 ! "个子系统变量 !随系统参数 "变化的分岔图 （#）子系统（#），（$）子系统（$），（%）子系统（%），（&）子系统（&），（’）子

系统（’），（(）子系统（(），（)）子系统（)），（*）子系统（*）

于零，因而平衡点 #+ 是不稳定的鞍结点 ,当系统参
数为 $ - .+，% - /0，& - 1，" - ! 时，子系统（$）的
23#45678指数（29）为!2! - .:!1/;，!2/ - !:!;<.，!21

- +，!2. - = />:0.11 ,拥有两个正的 23#45678指数，

子系统（$）为超混沌系统，分形维数为 1:!<>. ,子系
统（$）的部分相图如图 .所示 ,
子系统（%）有 #+（+，+，+，+）和 #（ = <:0，= +:!，

+:+111，= />;）两个平衡点，?#%7$@矩阵在平衡点 #+
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图 ! 切换超混沌系统的电路图

图 " 子系统（#）的部分相图 （#）!$ "，（%）"$#

图 & 子系统（%）的部分相图 （#）!$ "，（%）"$#

处的特征值为!’ ( ) $，!! ( %，!" ( ) &，!& ( * +在
平衡点 ’ 处的特征值为!’ ( ) ",-./*0，!! (
!,-&""*，!" ( ) .-01!&，!& ( *，四个特征值皆为实
数，有一个特征值大于零，一个特征值等于零，两个

特征值小于零，因而两个平衡点都是不稳定的鞍结

点 +当系统参数为 $ ( &*，% ( !1，& ( "，( ( ’ 时，子
系统（2）的 34#56789指数（3:）为!3’ ( "-’!’0，!3! (
*-".’&，!3" ( *，!3& ( ) !0-.&/’ + 分形维数为

"-’"*&，系统（2）为超混沌系统 +子系统（2）的部分相
图如图 1所示 +
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图 ! 子系统（"）的部分相图 （#）!$ "，（%）"$#

子系统（&）有 $’（’，’，’，’），$(（ ) ’*+,’-，
) ’*,.’/，-*/.(!，) ’*(），$-（ ’*+,-0，’*,.+!，
-*/!/.，) ’*(）三个平衡点，1#"2%3矩阵在平衡点 $’

处的特征值为!( 4 ) .’*’-!，!- 4 -!，!5 4 ) 5，!. 4
’*’-! 6在平衡点 $( 处的特征值为!( 4 ) -.*/(!!；

!-，5 4 5*5’0+ 7 (!*,-(+3，!. 4 ) (在平衡点 $- 处的

特征值为!( 4 ) -.*!-’/，!-，5 4 5*-/’5 7 (/*’-!/3，

!. 4 ) ( 6 $( 和 $- 处四个特征值中有两个实部大于

零的复特征值，两个小于零的实特征值，因而两个平

衡点都是不稳定的鞍焦点 6当系统参数为 % 4 .’，&
4 -!，’ 4 5，( 4 ( 时，子系统（&）的 89#:;<2= 指数
（8>）为!8( 4 -*.-!0，!8- 4 ’*-.+,，!85 4 ’，!8. 4
) -5*.(+( 6分形维数为 5*((.-，系统（&）为超混沌系
统 6子系统（&）的部分相图如图 /所示 6

图 / 子系统（&）的部分相图 （#）!$ "，（%）"$#

图 0 子系统（?）的部分相图 （#）!$ "，（%）"$#

子系统（?）有 $’（’，’，’，’），$(（ ) ’*+///，

) ’*+///，-*!，’），$-（’*+///，’*+///，-*!，’）三个平衡
点，1#"2%3矩阵在平衡点 $’ 处的特征值为!( 4 ) .’，

!- 4 -!，!5 4 ) 5，!. 4 (；在平衡点 $( 处的特征值为

!( 4 ) 5+*!-.,，!-，5 4 (’*-/-! 7 (0*(50!3，!. 4 ,*///’；

在平衡点 $- 处的特征值为!( 4 50*!/.5，!- 4

) .-*’-//，!5 4 ) (5*!500，!. 4 ) 0*///’6 $’ 和 $-

是不稳定的鞍结点，$( 是不稳定的鞍焦点 6当系统参
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数为 ! ! "#，" ! $%，# ! &，$ ! ’ 时，子系统（(）的
)*+,-./0指数（)1）为!%’ ! "2%$"3，!%$ ! ’23345，!%& !
#，!%" ! 6 $42’"5’7分形维数为 &2$’8&，系统（(）为超混
沌系统 7子系统（(）的部分相图如图 3所示 7
子系统（ 9）有 &#（#，#，#，#），&’（ 6 #2$’3，

6 &2"8"，"#，’2’%"），&$（#2$’3，&2"8"，"#，6 ’2’%"）
三个平衡点，:+;/<=矩阵在平衡点 &# 处的特征值为

!’ ! 6 "#，!$ ! $%，!& ! 6 &，!" ! # 7在平衡点 &’ 处

的特征值为!’ ! 6 #2#&&’，!$，& ! 6 32’3 > ’$$254=，

!" ! 6 #2&"44；在平衡点 &$ 处的特征值为!’ !
6 #2#&&$，!$，& ! 6 32"8 > ’$$254=，!" ! #2&"53 7 &#

和 &$ 不稳定，&’ 是稳定的鞍焦点 7当系统参数为 !
! "#，" ! $%，# ! &，$ ! ’ 时，子系统（ 9）的 )*+,-./0
指数（)1）为!)’ ! "2$"%3，!)$ ! ’2"$’4，!)& ! #，!%" !
6 $424"’3 7 分形维数为 &2’54&，系统（9）为超混沌系
统 7子系统（9）的部分相图如图 5所示 7

图 5 子系统（9）的部分相图 （+）’? (，（<）(?)

图 4 子系统（@）的部分相图 （+）’? (，（<）(?)

子系统（@）有 &#（#，#，#，#），&’（ 6 #2"$$，6 #2’，
#2%4&8，6 &2$$），&$（ #2588，#2588，$2%，#），&&

（ 6 #2588，6 #2588，$2%，#）四个平衡点，:+;/<= 矩阵
在平衡点 &# 处的特征值为!’ ! 6 "#，!$ ! $%，!& !
6 &，!" ! ’ 7 在平衡点 &’ 处的特征值为!’ !
6 &823845，!$，& ! 6 #23&"# > ’2&&’8=，!" ! $#2$&35；
在平衡点 &$ 处的特征值为!’ ! 6 $%2"33#，!$，& !
&23&5% > ’"255&"=，!" ! 4288；在平衡点 && 处的特征

值为!’ ! 6 $%2"33#，!$，& ! &23&5% > ’"255&"=，!" !
6 3288 7 &# 是不稳定的鞍结点，&’，&$ 和 && 是不

稳定的鞍焦点 7当系统参数为 ! ! "#，" ! $%，# ! &，
$ ! ’时，子系统（@）的 )*+,-./0 指数（)1）为!)’ !
&2"$3%，!)$ ! #2"4$’，!)& ! #，!)" ! 6 $3243"’ 7分形
维数为 &2’"#’，系统（@）为超混沌系统 7子系统（@）的

部分相图如图 4所示 7
子系统（A）有 &#（#，#，#，#），&’（#2588，#258%，

$2%，6 #2’），&$（ 6 #2588，6 #2583，$2%，6 #2’）三个
平衡点，:+;/<=矩阵在平衡点 &# 处的特征值为!’ !
6 "#，!$ ! $%，!& ! 6 &，!" ! # 7在平衡点 &’ 处的特

征值为!’ ! 6 $&28%’3，!$，& ! $25$%5 > ’%283"$=，!"

! 5288；在平衡点 &$ 处的特征值为!’ ! 6 $&28%’3，

!$，& ! $25$%5 > ’%283"$=，!" ! 6 5288；&# 是不稳定

的鞍结点，&’ 和 &$ 是不稳定的鞍焦点 7当系统参数
为 ! ! "#，" ! $%，# ! &，$ ! ’ 时，子系统（A）的
)*+,-./0指数（)1）为!)’ ! $ 2%5&’，!)$ ! # 2$%%8，

!)& ! #，!)" ! 6 $8 2"4&" 7分形维数为 & 2’#3"，系统
（A）为超混沌系统 7子系统（A）的部分相图如图 ’#
所示 7
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图 !" 子系统（#）的部分相图 （$）!% "，（&）"%#

’( 结 论

本文建构了一类包含多个子系统的关联且可切

换的四维超混沌系统，子系统间既相对独立，自成体

系，又存在着很紧密的内在联系 )利用系统选择器，

可以在各个子系统间随机切换，切换操作灵活方便，

组合的方式变化多样，系统动力学行为演化的差异

较大 )人们可以根据实际应用的需要，对该类系统的

切换形式实施控制和操作，因此，这类系统具有重要

的应用价值 )
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