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采用元胞自动机模型模拟了纯物质凝固微观组织演化行为 ) 与以往采用 *+,模型简化考虑不同，采用界面能
量守恒方程来自洽地确定液固界面的生长动力学，考察了模型的网格尺寸相关性和时间相关性，并对模型的稳定

性进行了验证 ) 采用这个模型模拟了纯丁二腈在过冷熔体中的自由枝晶生长，并与 +-./01234的等温枝晶生长实验
（.15678923- :84:9.6./ ;95<67 8=>89.2846，?@+A）和 BCD*临界稳定性原理进行了对比 ) 模拟的形貌再现了实验形貌的特
征，并且特征参数与理论结果及实验结果符合得很好 )
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# L 引 言

采用适当的模型对材料在凝固过程中的微观组

织的形成和演化进行完整描述一直是材料研究中所

关注的重要课题 ) 但是目前的分析模型［#］无法描述
复杂的枝晶演化过程，存在较多的局限性 ) 近年来，
随着计算机模拟技术的迅速发展，深入直观的研究

凝固过程中的材料微观组织，例如枝晶的形成和长

大，已经成为可能 ) 而在众多的数值模拟方法中，从
%$世纪 I$ 年代发展起来的元胞自动机法（/8--K-39
3K6523654，HM）以其简洁快速的优点而受到关注 )

#IIF 年，N3>>3O 和 +34:.4［%］首先使用 HM 模型
模拟了铝硅合金在均匀温度场下凝固的柱状晶P等
轴晶转变过程 ) 不过，由于其模型较为简单，因此仅
能模拟介观尺度下的晶粒结构 ) %$$# 年，Q7K 和
R54; 等［F，’］在经典 HM 的基础上提出了 CHM
（25:.S.8: /8--K-39 3K6523654）模型，考虑了界面溶质再
分配和曲率的影响因素，模拟了枝晶的完整形貌演

化过程 ) 他们模型的共同点在于都是采用 *+,［E］模
型来描述生长动力学过程 ) 这中间存在的问题是，
*+,模型是仅适用于枝晶尖端的近似的分析描述，
用它来模拟整个枝晶的生长在动力学上是不准确

的 )
最近，G3163/［(］，T68S3481/K 等［"］和 B88 等［&］也分

别使用 HM模型进行了合金枝晶的模拟 ) 包括自由
生长和 HA,转变等等 ) 他们的共同点在于采用更为
严格的界面通量守恒条件来确定枝晶的生长动力学

行为 ) 然而，由于他们模拟的都是金属系合金，实验
中准确测量枝晶的参数尖端半径和生长速度非常困

难，很难将模型与实验结果进行验证 ) %$$’年以来，
李强等［I］采用 HM模型重点针对合金枝晶的自由生
长进行了模拟 ) 郭大勇［#$，##］等则进一步考察了多组
元和外加流场的影响，采用 HM模型分别针对 M-DT.
合金和 U8DHDT.三元合金的凝固过程进行了模拟，模
型不但再现了枝晶的生长、粗化以及微观偏析，而且

还考虑了外加流场对于枝晶相貌的影响 ) 但目前的
大多数 HM模型仍然缺乏将枝晶的特征参数，如尖
端半径和生长速度等，同实验和理论模型进行充分

的比较 )
相比于金属合金体系，类金属的透明有机物由

于可以对其在凝固过程中的组织演化行为进行实时

直接观察，多年以来一直为凝固研究所关注和采用 )
丁二腈就是这样一种透明有机物，凝固理论的许多

重大进展都是首先以丁二腈凝固的实验结果作为依

据而得到学术界认可，并在其后从多方面由包括金
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属在内的其他合金的实验进一步证实［!"—!#］$ 由于
纯丁二腈的各项物性参数准确、全面，同时，可以对

其枝晶的尖端半径和尖端速度进行精确的实时测

量，便于对数值模型进行验证 $ 因此，本文基于
%&’(&)，*(+,&-+’).和 /++等的工作，发展了一种描述
过冷熔体中纯物质枝晶自由生长的 01模型，并将
模型与 234)5’6&-［!7，!8］等前期采用丁二腈进行过冷
熔体自由生长的实验结果以及现有的理论模型进行

了比较，进而对模型进行了验证 $

" 9 模型描述

!"#" 宏观物理场

对于纯物质过冷熔体枝晶生长，宏观的物理场

只有温度场 $ 考虑到存在一层液固界面层，二维情
况下的温度场控制方程为
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其中 ! 是温度，"是密度，" 是时间，#，$ 是二维坐
标，% 是凝固潜热，&’ 是比热，!是热传导系数 $ 方
程右边最后一项只在界面处考虑 $ 在区域边界处热
传导的边界条件为

! : !<， （"）

其中 !< 是区域边界处的恒定温度 $

!"!" 生长动力学

生长动力学的核心是确定生长速度 $ 在许多其
他学者的工作中，对生长动力学的描述都是采用一

个描述枝晶尖端的分析模型进行近似处理，例如

=&>>&?等采用的 @2A模型，BC.等采用的 @2A模型
和 /2@模型等，这使得在处理非尖端的界面行为时
容易产生较大的偏差 $ 为此，本文应用动力学上严
格正确的界面通量守恒条件

) : !
% * ’

!!’

!( )+ D * 3
!! 3

!( )[ ]+
， （E）

其中!!’

!+ 是固相一侧的温度梯度，
!! 3

!+ 是液相一侧

的温度梯度，* ’ 和 * 3 分别是固相和液相的导热系

数，) 是界面的法向生长速度 $
至于界面的温度，则可以根据过冷度推导出来，

如图 !所示 $ 图中 !6 是纯物质熔点，!!是固液界

面温度，!F是无穷远处熔体温度，"!= 是曲率过冷

度，"!A 是热过冷度，"! 是总过冷度 $

图 ! 枝晶尖端的温度场

对于纯物质枝晶，当忽略界面原子沉积动力学

过冷度时，界面的温度可表示为

!! : !6 D#,， （G）
其中$是 24HH’IACJ6’J-系数，, 是界面曲率 $

!"$" 曲率算法

本文确定曲率计算方法采用数元胞算法，算法

的具体形式为［7］
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其中，"%是平均曲率，. 是邻居元胞的数目，( ’ 是元
胞的固相分数，对于固相元胞，( ’ 是 !，对于液相元
胞 ( ’ 是 <，对于界面元胞，( ’ 在 <到 !之间 $

!"%" 捕获规则

纯物质熔体的温度当低于熔点时，晶体一旦形

核就会自发生长 $ 本文不考虑具体的形核过程，假
定在过冷熔体中都能形成晶核 $ 考虑在熔体中心生
成一个单一晶核，在模拟时选定熔体中心点的一个

元胞设为形核点 $ 一旦此元胞形核后其状态设为固
态，它的邻居元胞的状态设为界面，它将会沿着优先

生长方向（此时是〈<<!〉方向）进行生长，而其他所有
的元胞的状态都设为液态 $ 元胞自动机在每一个离
散的时间步长"" 内进行演化 $ 一个时间步长"" 内
的固相分数的增量"( ’ 为

"( ’ : ""
"0 1# ; 1$ D 1#1$
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其中 1#，1$ 分别是界面法向速度 ) 在 #，$ 方向上的
分量；"0 是元胞大小 $ 一旦生长的元胞的 ( ’$!则
发生状态转变 $ 它就由界面变为固态 $ 当一个元胞
转变为固态之后，它会捕获周围的液态邻居元胞使

它们变为界面元胞，并使它们和自己具有相同的晶
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向 ! 在捕获时使用 "#$ %&’()$$邻居定义（如图 *所
示），进行邻居的捕获 !

图 * "#$ %&’()$$邻居

!"#" 数值模拟

采用二维空间的元胞自动机 ! 在我们的模型
中，整个模拟区域是一个二维平面，划分成了具有相

同大小的一组元胞，每一个元胞都被一个状态（例如

固态、液态或界面）和一组值所标示（例如温度、固相

分数、晶向等）! 凝固过程开始以后，宏观的温度场
被首先求解，从而确定出每一个元胞的宏观参数，然

后根据这些参数值以及 +,转变规则，来确定每一
个元胞状态的转变，而元胞状态的改变又反过来影

响宏观的温度场，这是一个耦合的过程 ! 整个过程
耦合交替进行，使得模拟出的枝晶不断的长大 !
热传导方程使用交替方向的隐式中心差分算法

来求解 ! 隐式算法本身保证了网格划分的大小不会
影响算法的稳定性 ! 进行模拟区域是一个正方形区
域，区域大小为 -..!( / -..!(! 整个区域采用正
方形网格进行离散，为了考察网格相关性，比较了网

格大小在 .0*—1!( 范围变化时模拟结果的变化
情况 !
尖端生长速度的确定方法如下：记录凝固时间

!，然后测量出生长的格点数 "，由下式即可计算出
来瞬时尖端生长速度 #

# 2 ""$
! ， （3）

式中"$ 是单个网格的大小 ! 而尖端半径的确定则
采用抛物线拟合的方式 ! 图 1 所示的是在过冷度

"% 2 40- 5下，模拟的枝晶尖端点及其抛物线的拟
合曲线 !

图 1 在过冷度"% 2 40- 5下，模拟的纯丁二腈枝晶尖端采样点

及抛物线拟合曲线

如果拟合曲线的方程为

& 2 ’(* 6 )( 6 *， （7）
则尖端半径按照下式计算

+ 2 4
*’ ! （8）

模拟对象材料高纯丁二腈的热物性参数如下［41］：%(

2 -70.89，, : 2 -01; / 4.< = >)?·>(< 4·:< 4·5< 4，, ? 2
-01* / 4.< = >)?·>(< 4·:< 4·5< 4，!: 2 404= / 4.< 1 >(*·

:< 4，!? 2 404; / 4.< 1 >(*·:< 4，": 2 40.4; @·>(< 1，"?

2 .083. @·>(< 1，#2 *04= >)?·>(< *，"- A 2 77-04 >)?·

(#?< 4，". 2 *0;7 >)?·(#?< 4·5< 4，*/ 2 170*- >)?·(#?< 4

·5< 4 !

1 0 结果与讨论

$"%" 模型稳定性

图 = 显示了在给定过冷度"% 2 40- 5下瞬时
凝固速度随时间的变化关系 ! 在凝固开始时，尖端
生长速度很大，随着凝固过程的继续，尖端速度逐渐

变小，最后收敛到一个固定值 ! 因此在所有的模拟
中，都是在速度达到稳态之后才确定速度的数值 !
在模拟的过程中，网格大小的选择会导致网格

的各向异性强弱不同，从而会影响到模拟的尖端速

度的稳定性 ! 图 -显示了网格尺度对模型计算的影
响 ! 将过冷度固定在"% 2 40- 5，整个计算区域的
大小固定不变，将网格大小"$ 从 1!( 变化到 .0*

!(，考察稳态尖端速率随网格的变化 ! 可以看出，随
着网格的逐渐变小，速度也逐渐减小，但是最后收敛

到一个稳定的值 ! 总体上，当网格大小"$!4!(
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图 ! 模拟枝晶尖端生长速率随时间的变化

后，网格对尖端速度的选择已经没有明显影响，因此

在我们所有的模拟计算中都将!! 取为 ""#$ 虽然
初始设置的元胞尺寸并不一定满足全场方程和真实

过程，上述两种情况都趋于稳定表明模型最后是

收敛的 $

图 % 模拟枝晶稳态尖端生长速率随网格大小的变化

!"#" 凝固形貌的演化

图 &显示了 "’% (的过冷度下，不同凝固时间
下枝晶形貌的演化以及温度场的分布 $ 可以看出，
随着凝固时间的推进，模拟出的枝晶经历了一个从

仅有微小的一次枝晶臂，到逐渐出现微小的二次臂，

再到出现发达的二次臂的发展过程 $ 在图 &（)），（*）
所显示的温度场分布上可以看出，所有固相的温度

几乎相等；在靠近枝晶尖端的液相，温度有一个迅速

的下降，而远离枝晶的液相温度几乎都等于过冷熔

体温度 $

!"!" 与实验结果的对比

+,-)./#01等采用纯丁二腈分别在地面环境［"&］

和太空微重力环境［"2］进 行了等温枝晶生长

（-/34567#0, *61*7-4-) 873945 6:;67-#614，<=+>）实验 $ 图
2对比了同一过冷度!" ? @’% (下模拟枝晶形貌和
+,-)./#01在地面环境下的实验枝晶形貌 $ 为了更好
的对比，本文将 +,-)./#01文中的照片进行了裁剪，
并采用了统一比例，以方便进行尖端对比 $ 可以看
出，模拟出的结果再现了实验枝晶的尖端形貌 $ 图 2
（0）中模拟出的枝晶尖端半径为 A@’2!"#，而（B）中
+,-)./#01实验测量出的枝晶尖端半径为 AA’""#$
为了得到不受对流影响的实验结果 $ +,-)./#01

等在太空微重力环境［"2］下测量了不同过冷度下枝

晶生长的尖端半径和生长速度 $ 图 C对比了 DE模
型的模拟结果同 +,-)./#01微重力实验所测量的枝
晶生长速度和熔体过冷度的变化关系 $ 可以看出，
总体上模拟值和实验值符合得很好，生长速度随着

过冷度的变化趋势也是和实验预测一致的 $

!"$" 与临界稳定性原理的对比

按照 FGH(临界稳定性原理［"C］，过冷熔体枝晶
自由生长的尖端生长速度和尖端半径满足关系

#$A ?
A!F % )
"!
， （"@）

式中!F 是热扩散系数，% ) 是界面张力长度，"!是临
界稳定性常数，为 @’@A% $
同时，根据 <I014/3I 解，无量纲过冷度熔体#，

与枝晶尖端热 J6),64数 &（& ? #$
A’F
）满足关系

# ? !"
( K)*

? <I（&）? &6&+ -（&）， （""）

式中 ( 是凝固潜热，)* 是比热，+ - 是误差函数，!"
是热过冷度，<I是 <I014/3I函数 $
联立求解（"@）和（""）式，即可确定出给定的一

个过冷度之下的尖端半径以及生长速度的理论值 $
图 L对比了临界稳定性原理和 DE模拟的结果 $
可以看出，总体上模拟值和理论值符合很好，不

过，在小过冷度条件下，模拟的尖端半径略低于理论

值，这有可能是由于过冷度小，界面的移动速度较

低，因此网格各向异性的影响较大，影响了所模拟尖

端半径的精度 $

%M""A期 单博炜等：纯物质枝晶凝固的元胞自动机模型



图 ! 在过冷度!! " #$% &下模拟的纯丁二腈枝晶形貌 凝固时间分别为（’）($()* +，（,）($#-- +，（.）($#// +；（0）为（.）

图中沿着 "1"线的温度分布

图 2 过冷度同为 ($% &时枝晶形貌的对比 （’）模拟结果，（,）实验结果［#!］
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图 ! 不同过冷度下太空微重力实验枝晶尖端生长速率和 "#
模拟尖端生长速率数据的对比

$% 结 论

本文采用了 "#模型模拟了过冷熔体中纯物质
丁二腈的自由枝晶生长 & 为了验证模型的正确性，
在保证模型达到稳定后，改变过冷度，考察了模拟枝

晶的各项参数变化 &
’）通过考察模型计算的网格及时间相关性发

现，随着计算时间的增加，尖端生长速度迅速收敛到

一个恒定值；随着网格尺寸的减小，尖端生长速度同

样逐渐收敛到恒定值 & 最终模型结果的收敛表明，
"#模型的计算结果能够反映枝晶生长的稳态过程 &

(）将 "#模型的计算结果与 )*+,-./01等温枝晶
生长的实验结果进行了对比，结果符合较好 &

2）"#模型的计算结果与临界稳定性原理的预
测得到了较好的符合 &

图 3 不同过冷度下 456理论数据和模拟数据的对比 （0）枝晶尖端半径，（7）枝晶尖端生长速率
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