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在二分网的基础上明确提出了二元网的概念：同样包含两类节点，二分网同类节点之间没有连接，而二元网同

类节点之间可以有连接 ,构建了一个二元随机网模型，并对二元随机网的结构性质进行研究 ,二元随机网可以具有
小世界效应，并且其平均最短路径长度比单元随机网还要小 ,另外，两类节点的规模比是一个重要参量，会对网络
的结构性质产生重大影响 ,
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! ; 引 言

随着小世界特性［!］和无标度特性［"］的发现，科

学家们掀起了一股研究复杂网络的热潮，研究者遍

及物理、数学、生物、化学、医学、计算机、通讯、交通、

经济等领域［#—!%］,
人们最开始研究的是单元网（单顶点网）,最近

几年，二分网的研究逐渐受到重视［!(."#］, 二分网
（61<0=>1>9 79>?@=AB，也称二元网）指的是所有的环都
是偶数条边的网络，这时可以把网络中的节点分成

两类，同类节点之间没有连接［"*］,二分网有很多实
际例子和应用，典型的如人类性关系网络［")］、新陈

代谢网络［"%］、图书借阅网络［"(］等 ,社团结构是复杂
网络中的重要概念［)，"’—#!］,二分网中两类节点与社
团的概念有着截然相反的区别，二分网中两类节点

之间紧密连接，同类节点之间没有连接；而社团刚好

相反，同一个社团成员之间连接紧密，不同社团之间

连接稀疏 ,那么，很自然的一个问题是，在二分网以及
不连通的两个社团这两种极端情况之间，网络具有什

么样的性质？C@2/9等人提出了网络二分性（79>?@=A
61<0=>1>9）的概念，同时提出了两种计算公式［"*］,
据我们所知，并没有人进行相关的建模和对该

类网络的性质进行详细地探讨 ,在这里我们将二分
网和二元网的概念进行区分界定：网络中包含两类

节点，二分网中同类节点之间没有连接；而二元网中

同类节点之间可以有连接，但异类节点具有不同性

质，或者可以通过一些性质来判定网络中存在异类

节点 ,所谓的通过一些性质来判定网络中存在异类
节点，指的是网络中两类节点具有相同的特征量，如

度分布等，但是像二分网，可以根据同类节点之间没

有连接将不同类的节点区分开来 ,二分网就是一种
特殊的二元网 ,本文主要考虑的就是同类节点之间
的连接概率 ! B 和异类节点之间的连接概率 !4 不同

的二元网 ,
当同类节点之间的连接概率 ! B 大于异类节点

之间的连接概率 !4 时，两类节点可以看成是单元网

中的两个社团；当同类节点之间的连接概率 ! B 小于

异类节点之间的连接概率 !4 时，网络趋近于二分

网 ,问题是现实世界中是否存在同类节点之间的连
接概率比异类节点之间的连接概率还小的网络呢？

答案是肯定的，比如 C@2/9等人［"*］提到的性关系网
络［")］、买卖关系网络以及食物链网络等 ,另外在现
实生活中还有很多实际的例子，比如歌手与听众网

络［#"，##］，歌手也听其他歌手的歌，因此除了大量歌手

与听众之间的连接，歌手之间也有少量连接；又比如
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师生关系网络，年轻教师也曾是老教师的学生；还有

像两个国家之间的比赛，即使是随机抽签，也会经常

出现对阵的两个选手国籍相同的情况，在这里我们

给出了一个例子———第 !"届三星火灾杯世界围棋
公开赛 #在这届比赛上，日本选手在第一轮全军覆
没，进入 !$强的全部是中韩两国棋手，其中中国棋
手只有 %人，韩国棋手有 !"人 #图 !画出了 !$强对
阵网络，（&）是以棋手国籍分类后的二元网，（’）是进
行社团划分后的单元网 #从图中可以看到两种方式

图 ! 第 !"届三星火灾杯世界围棋公开赛 !$强对阵网络 （&）

二元网：实心圆点为中国棋手，从左到右编号为 !到 %；空心圆圈

为韩国棋手，从左到右编号为 (到 !$；（’）单元网：实心圆点和空

心圆圈分别代表不同社团

各有优点，二元网清晰地给出了棋手所在阵营（国

籍），而单元网清晰地给出了棋手的分组情况 #需要
指出的是，分析二元网同样可以得到棋手的分组情

况 #很明显，图 !（&）中左边 )个点为一组，右边 )个
点为一组，而且不同组内两个国家棋手的比例一目

了然 #可见，二元网的表达给出了更丰富的信息 # !$
强之间的比赛总共有 !(场次，其中相同国籍棋手对
阵的场次有 *次，不同国籍棋手对阵的场次有 )次 #
整个网络可连边数为 ! + "（ " , !）-" + !".，异类节
点之间可连边数为 !/ + "! "" + % 0 !" + %)，同类节
点之间可连边数为 !1 + ! , !/ + !". , %) + *"#因
此，整个网络的连接密度 # + !(-!". + .# !"(，同类节
点之间的连接概率 # 1 + )-*" + .2!!!!，异类节点之
间的连接概率 #/ + *-%) + .2!%() #可见同类节点之

间的连接概率比异类节点之间的连接概率还小 #

" 2 建 模

我们希望可以通过建立简单的模型来分析二元

网的一些性质 #一个随机连接的二元网，有如下 (个
基本特征量：网络规模 "，两类节点规模之比 $（我
们规定 $ 为小规模与大规模之比，因此 $!［.，!］），
整个网络的连接密度 #，同类节点之间的连接概率
# 1，异类节点之间的连接概率 #/ #这 ( 个特征量并
不是完全独立的 #本文以 "，$，# 和 #/%个特征量为
独立参量，# 1 可由这 %个独立参量计算得到 #显然，
当 #/ + # 时，网络就是单元随机网；当 #/" # 时，网
络上两类节点就是非常清晰的两个社团；当 #/# #
时，如果两类节点规模相差不是特别悬殊，而且网络

是稀疏网络，那么同类节点之间的连接概率 # 1$.，
网络趋近于二分网 #特别的，如果 # 1 + .，网络就是
二分网 #
下面我们介绍如何构造给定 %个基本特征量的

二元随机网 #根据网络规模 " 和两类节点规模之比
$ 计算出两类节点的规模分别为

"! + $"
! 3 $，"" + "

! 3 $ # （!）

再根据整个网络的连接密度 # 和异类节点之间的
连接概率 #/，可以算出同类节点之间的连接概率为

# 1 +

#"（" , !）
" , #/ "! ""

"!（"! , !）
" 3

""（"" , !）
"

# （"）

有了 "!，""，#/ 和 # 1，我们就可以像构造单元

随机网一样构造二元随机网 #首先，对 "! 个节点赋

予类别属性!，对其余 "" 个节点赋予类别属性" #
在建立连接时，对任意两个节点，首先判断它们是同

类节点还是异类节点 #如果是同类节点，以概率 # 1

连边；如果是异类节点，以概率 #/ 连边 #在这里，我
们需要特别指出的是，# 1 和 #/ 的取值范围并不一

定是［.，!］，因为它们的取值要受到整个网络的连接
密度 # 的限制 #对于稀疏网络，# 1 和 #/ 的取值上限

有可能小于 !；对于稠密网络，# 1 和 #/ 的取值下限

有可能大于 . #极端的例子是，如果网络中没有连
边，也就是网络的连接密度 # + .，则 # 1 和 #/ 也都

只能为 .；如果网络是个全连网络，即网络的连接密
度 # + !，则 # 1 和 #/ 也都只能为 ! #
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!" ! # 和 !$ 的取值范围

下面我们讨论 ! # 和 !$ 的取值上限和下限 %网

络中平均连边数 " & !#（ # ’ (）)*，同类节点间的平
均连边数

"# & ! #［#(（#( ’ (）)* + #*（#* ’ (）)*］

& ! # [# # ( + $*
（( + $）* ’ ]( )*， （!）

异类节点间的平均连边数

"$ & !$ #( #* & !$ $#* )（( + $）* % （,）

因为连边数不能为负，由 " & "# + "$，可知 "#!
"，"$!" %故

! # !! #（( + $）* )（( + $*）’ (
# ’ ( ， （-）

!$ !! #（( + $）*（# ’ (）
* $# % （.）

当网络是个稀疏网络，也就是 ! 很小时，上面
两式的右边有可能小于 (，也就是 ! # 和 !$ 的取值上

限小于 ( %
当 !$ 取最大值时 ! # 取最小值，反之亦然 %由于

连接概率不能大于 (，因此 ! # 和 !$ 的取值下限并不

一定为 / %令 !$ & (，则可得此时同类节点间的连边

数为

"# & " ’ "$ & !#（# ’ (）)*

’ $#* )（( + $）* % （0）
结合（!）式，可得 ! # 的取值下限为

! #123 & !（# ’ (）（( + $）* ’ * $#
#（( + $*）’（( + $）* % （4）

同样的，令 ! # & (，可得 !$ 的取值下限为

!$123 & ( ’（( ’ !）（( + $）*（# ’ (）
* $# % （5）

综上可得 ! # 和 !$ 的取值范围

! # [" 167 /，!（# ’ (）（( + $）* ’ * $#
#（( + $）* ’（( + $）( )* ，

123 (，! #（( + $）* )（( + $*）’ (
# ’( ) ]( ，（(/）

!$ [" 167 /，( ’（( ’ !）（( + $）*（# ’ (）
*( )$# ，

123 (，!（( + $）*（# ’ (）
*( ) ]$# % （((）

," 二元随机网的特殊结构性质

!"#" 数值结果

,"("(" 特殊的小世界效应
作为一个新的网络模型，我们首先关注的当然

是网络的平均最短路径长度和集聚系数有什么样的

性质 %在这里，所谓的平均是对整个网络而言的，不
考虑节点的类别 %也就是说，相应的定义与单元网没
有区别 %图 *画出了在不同规模比下网络平均最短
路径长度和集聚系数随异类节点连接概率 !$ 的变

化曲线 %有意思的是，曲线不是单调的，而且不同规
模比下曲线走势很不相同 %在 89模型［(］中，网络的
平均最短路径长度和集聚系数随重连概率的增加都

是单调下降的 %只不过，在重连概率比较小时集聚系
数随重连概率的增加下降得很慢，而平均最短路径

长度下降则快得多 %因此在小的重连概率下可以得
到很好的小世界效应———同时具有较高的集聚系数

和较小的平均最短路径长度 %我们的模型同样可以
得到小世界效应，像图 *（:）中异类节点连接概率 !$

& /"*附近，（;）中 !$ 在 /"0和 /"4之间，（$）中 !$ &
("/附近 %注意到 !$ & ! 时网络实际上就是一个单
元随机网 %因而具有小世界效应的二元随机网的平
均最短路径比单元随机网的平均最短路径还要短 %
而 86<<#等人提出的小世界网络的平均最短路径比
单元随机网的平均最短路径要长 %因此可以说，这样
的二元网比 89 小世界网络更有效率 %实际上，89
模型虽然是第一个被提出的最接近真实网络的模

型，并开启了研究复杂网络的研究热潮，但它同样存

在一些不如人意的地方 %比如，真实网络关系大多不
是规则网络上的微调，随机连接的因素要比规则连

接的因素强得多 %另外，89模型中点的度分布太过
单一，这与真实网络中节点具有较宽的度分布不符 %
因此，后来一直有人在试图对 89模型进行改进，或
者建立新的模型以重现真实网络的所有特征［!,—!0］%
我们提出的二元随机网基于随机连接，并且节点具有

较宽的度分布，而且其平均最短路径比单元随机网的

平均最短路径还要短 %遗憾的是点的度分布并不是无
标度的 %这点也许可以在以后对模型改进后避免 %
, "("*" 平均最短路径以及集聚系数与规模比 $ 的依
赖关系

图 *中不同规模比下曲线走势很不相同，也就
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是说，二元随机网两类节点的规模比 ! 是一个重要
参量 !在现实生活中，规模比也有重要作用并被人们
所关心 !比如，在现实世界中广泛存在二八定律（巴
莱多定律）———在任何一组东西中，最重要的只占其

中一小部分，约 "#$，其余 %#$的尽管是多数，却是
次要的 !在管理学中，它说，通常一个企业 %#$的利
润来自它 "#$的项目；在经济学界中，它说，"#$的
人手里掌握着 %#$的财富 !老百姓关心穷人和富人
的比例 !官民比可以从侧面反映一个政府的效率 !在
我国，中小学，特别是幼儿园，教师男女比例严重失

调导致的社会问题已受到广泛关注，并进而导致男

教师和女教师进入学校的门槛不同 !而有些国家男
女比例失衡成为了制约该国发展的一个重要因素 !
从图 "可以看到，网络平均最短路径长度的范

围，（&）中大概是在（"’(，)’"）之间，（*）中大概是在
（"’)，)’#）之间，（+），（,）中大概是在（-’.，"’/）之间 !
也就是说，随着规模比的降低，即两类节点规模差异

增大，网络的效率在逐渐提高 !网络集聚系数的范
围，（&），（*）中大概是在（#’#，#’-）之间，（+），（,）中

大概是在（#’#，#’0）之间 !也就是说，随着规模比的
降低，网络集聚系数在提高 !因此，在两类节点规模
不均衡的情况下可以看到小世界效应 !这点与现实
社会中很多规模比都不是 - 1-相符合 !
图 )画出了在不同的异类节点连接概率 ", 下，

网络的平均最短路径长度和集聚系数随 2类节点规
模 #-（也就是随规模比 !）的变化曲线 !可以看到，网

络的平均最短路径长度和集聚系数随规模比 ! 的变
化并不是单调的 !并且，在不同的 ", 下有不同的变

化规律 !当 ", 比较小时，平均最短路径长度随规模

比 ! 的增加先增大再减小（但减小的幅度很小），集
聚系数随规模比 ! 的增加单调增加 !当 ", 比较大

时，平均最短路径长度随规模比 ! 的增加先减小再
增大，集聚系数随规模比 ! 的增加先增大再减小 !因
此，当 ", 比较小时，改变规模比 ! 无法使平均最短

路径变短的同时让集聚系数提高；当 ", 比较大时，

选择合适的规模比 ! 可以使平均最短路径变短的同
时让集聚系数提高，也就是获得小世界效应 !

图 " 网络集聚系数和平均最短路径长度随异类节点连接概率 ", 的变化 （&）#- 3 -##，（*）#- 3 "#，（+）#- 3 (，（,）#- 3 -；

其他参数为 # 3 "##，" 3 #’#( !所有的结果都是进行系综平均之后的结果，系综个数为 -## !实心方块连线为平均最短路径

长度，其纵坐标标度在左边；圆圈连线为集聚系数，其纵坐标标度在右边
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图 ! 网络集聚系数和平均最短路径长度随!类节点规模 !" 的变化 （#）"$ % &’&&"，（(）"$ % &’&)，（*）"$ % &’"，（$）"$ %

&’+；其他参数为 ! % )&&，" % &’&+ ,所有的结果都是进行系综平均之后的结果，系综个数为 "&&,实心方块连线为平均最短路

径长度，其纵坐标标度在左边；圆圈连线为集聚系数，其纵坐标标度在右边

!"#" 理论分析

我们可以对图 )中各条曲线作出定性甚至是定
量的解释 ,
首先让我们来看看当两类节点的规模相同，即

# % "，也就是 !" % !) % ! -)时，稀疏网络集聚系数和
最短路径随异类节点连接概率 "$ 的变化 ,当 "$ 接

近于 &时，两类节点形成的社团要通过少数的社团
间的连接才能连通，异类节点连通效率太低，因此平

均最短路径长度比单元随机网要长 ,随着异类节点
连接概率 "$ 增大，同类节点连接概率 " . 减小 ,当 "$

取最大值时，" . % &，即同类节点必须借助异类节点
才能连通，同类节点连通效率太低，因此平均最短路

径长度比单元随机网要长 ,所以网络平均最短路径
长度随 "$ 的变化是一条两头高中间低的曲线，如图

)（#）中实心方块连线所示 ,
注意到当 "$ % " 时，网络实际上就是单元随机

网 ,当 "$ / "，两类节点实际上就是两个社团，社团
间连接比较紧密，社团间连接比较稀疏 ,随着 "$ 减

小，" . 不断增大，因此网络集聚系数不断增大 ,当 "$

为零，所有连接皆为同类节点间的连接，网络分为两

个非常清晰的社团，社团规模为网络规模的一半，社

团间可连边数为网络可连边数的四分之一，社团间

连边数为网络连边数的一半，故此时 $ % )$& % )"，

其中 $& 为连接概率为 " 单元随机网的集聚系数（因
为任意两个邻居之间的连接概率为 "，所以网络集
聚系数为 "）,当 "$ 取最大值时，" . % &，所有连接皆

为异类节点间的连接 ,很容易算出 "$ 的最大值 "$0#1

% )" ,很显然，由于每个节点的邻居都是另一类节
点，而同类节点没有连接，所以此时集聚系数为零 ,
因此，网络集聚系数随 "$ 的变化是一条从 )" 到 &
的单调递减曲线，"$ 的取值范围为［&，)"］，如图 )
（#）中圆圈连线所示 ,
接下来分析两类节点的规模相差比较大，即 #

比较小的情况 ,假设两类节点的规模分别为 !" 和

!)，!" / !) ,为描述方便，下面我们称规模小的为!
类节点，称规模大的为"类节点 ,当 "$ / "，不管两
类节点的规模相差是大还是小，网络平均最短路径

长度和集聚系数随 "$ 的变化本质上并无不同，即随

着 "$ 减小，网络平均最短路径长度和集聚系数都增

大 ,不过，两类节点规模不同的二元网相比于两类节
点规模相同的二元网，同类节点间的可连边数较多

而异类节点间的可连边数较少，而且节点规模差异
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越大，同类节点间的可连边数越多 !因此 !" # $时，
两类节点的规模相差越大（ " 越小），连通效率较差
的异类节点间的路径数越少，导致平均最短路径也

要更短 !另一方面，" 越小则同类节点对越多而异类
节点对越少，因此网络集聚系数越取决于同类节点

间的连接概率 !由于同类节点具有相同的实际连边
数（即网络总实际连边数）而可连边数却越多，也就

是同类节点间的连接概率会随着 " 的减小而减小，
导致网络集聚系数越小 !这在图 %中体现为两条曲
线的起始值，从（&）到（"）一个比一个小 !
当 !" ’ !，两种网络的平均最短路径长度和集

聚系数随 !" 的变化有本质差别 !此时，对 " 比较小
的网络而言，随着 !" 增大不仅异类节点间的联系会

更紧密，同时由于!类节点起到了类似 ()*的作用，

"类节点之间的连接效率也会提高 !由于"类节点
之间的连接路径占了同类节点之间连接路径的绝大

多数，所以整个网络平均最短路径会变短 !但是当
!" 比较大时，增大 !" 已经不能提高"类节点之间
的连接效率，而只是使得"类节点通过!类节点连
接的最短路径数增多 !这时继续增大 !"，不仅不能

改善网络效率，反而因为"类节点直接连接数目的
降低而使得网络平均最短路径变长 !因此网络平均
最短路径长度随 !" 的变化曲线是先降低后升高，如

图 %（*）中实心方块连线所示 !
显然，网络集聚系数由占了绝大多数的"类节

点的平均集聚系数决定 !因为异类节点间的可连边
数很少，所以 !" 的变化对 ! + 的影响很小，即#! +!
#!" !现在我们考虑一个"类节点的集聚系数 !根据
集聚系数的定义，某点的集聚系数为以该点为顶点

的三角形实际个数与可能个数（三元组）的比例 !三
角形有两种情况，另两个顶点为同类节点或异类节

点 !当另两个顶点为同类节点时，它们形成三角形的
概率为 ! +；当另两个顶点为异类节点时，它们形成

三角形的概率为 !" !由于 ! + 基本保持不变，以"类
节点为顶点形成三角形的概率会随着 !" 的增大而

增大，即集聚系数增大 !所以网络集聚系数随 !" 的

变化曲线是先降低后升高，如图 %（"）中圆圈连线所
示 !但是同时要注意到另两个顶点为同类节点的三
元组的规模为 #, #［!" $,（!" $, - ,）. ! + $%（ ! + $% -
,）］/%，另两个顶点为异类节点的三元组的规模为
#% # !" $, ! + $% !如果两类节点的规模差别不是非常
悬殊，!" 比较大时 ! + 会很小并接近于零，这时 #%

!#,，故集聚系数由两个顶点为异类节点的三元组

形成三角形的概率决定，也就是 ! +，因此集聚系数

会再次随着 !" 的增加而减小，也就是网络集聚系数

随 !" 的变化曲线是先降低后升高再降低，如图 %
（*）和（0）中圆圈连线所示 !
另外，如果异类节点规模相差比较悬殊，由于

!" 不能大于 ,，上面所讨论的 !" 比较大而使得集聚

系数和平均最短路径长度随 !" 的变化曲线发生转

折将不能发生，如图 %（0）和（"）所示 !可以把这些曲
线与图 %（*）的曲线进行对比，看成由于 !"",的限
制而被截断 !
为更清楚地揭示其原因，我们分析其极端情况

———!类节点只有一个 !当 !" # $时，网络实际上可
以看成单元随机网，因此网络集聚系数为 %$ # ! !下
面我们估算当 !" # ,时网络的集聚系数和平均最短
路径长度 ! 某个"类节点的同类节点邻居数为
! + $%，其度值为 & # ! + $% . , !三元组个数为

$ 123456 # &（& - ,）
% ! （,%）

三角形个数为这些邻居之间的连边数，其中异类节

点之间的连边数为 & - ,，同类节点之间的连边数为
! +（& - ,）（& - %）/%，即

$ 123&7856 #（& - ,）. ! +
（& - ,）（& - %）

% !（,9）

所以集聚系数为

% #
$ 123&7856

$ 123456
# ! + .

%（, - ! +）

&

#! + . %
& # ! + . %

! + $% . , ! （,:）

将 ! + #［!$（$ - ,）/% -（$ - ,）］/［（$ - ,）（ $ - %）/%］

# $;$:，$%#$ # %$$代入可得 %#$;%< !数值模拟的
结果为 % # $;%=，与估算值基本符合，见图 %（"）!网
络上没有直接连接的任意两点都可以通过!类节点
连接，也就是说，网络上任意两个节点之间的最短距

离不大于 % !网络上任意两个节点以概率 ! 直接连
接，以 , - ! 的概率通过!类节点连接，因此平均最
短路径长度为 & # ! . %（, - !）# ,;>? !数值模拟的
结果为 & # ,;>?，与估算值完全符合 !

? ; 结 论

二元网比单元网含有更丰富的信息，而且在现

实中也有很多案例 !事实上，除了前面给出的例子
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外，现实中存在大量的二元网 !这是因为现实世界往
往是两极分化的 !比如人有贫富的差别，国家有发达
和发展中的差别，一个企业或事业单位的员工有领

导和普通员工的差别 !这种差别往往会导致节点性
质的二元化 !在二元网中，同类节点之间的连接概率
! " 既有可能比异类节点之间的连接概率 !# 大，也

有可能比异类节点之间的连接概率 !# 小 !比如对于
一个大型企业而言，领导和领导之间的连接概率比

领导和普通员工之间的连接概率要大，而普通员工

和普通员工之间的连接概率则要比普通员工和领导

之间的连接概率小 !另外，由于领导的数量要比普通
员工少得多，所以整个二元网的同类节点之间的连

接概率 ! " 比异类节点之间的连接概率 !# 小 !
本文对二元网和二分网进行了区分，提出了一

种构造二元随机网的方法 !该模型可以得到小平均
最短路径长度、高集聚系数的网络 !而且该网络的平
均最短路径能够比单元随机网的平均最短路径还要

短 !另外还探讨了异类节点之间的连接概率 !# 以及

两类节点的规模比 " 对网络的平均最短路径长度和
集聚系数的影响，发现规模比 " 是二元网的一个重要
参量 !在一些极限情况下，数值模拟结果和理论估算
值相一致 !
有很多工作等待进一步的开展 !在二元随机网

中，可以考虑异类节点具有不同的 !# 和 ! "，可以考

虑在保持点度分布的同时改变 !#，可以考虑异类节

点具有不同度分布的情况，还可以考虑异类节点具

有不同的动力学性质等等 !此外，点的类别可以不止
两个，也就是考虑三元网、多元网 !像在围棋国际比
赛中，基本上都是中日韩三国选手 !另外，族谱就是
很典型的多元网 !考虑父母和子女之间才有连接，不
同代人属于不同类别 !许多大家族存在这样的情况，
辈分有差别但年龄相近的两个远亲最终结合在一

起 !这样一来，同一代人就有了连接 !本来是很好的
多分网变成了多元网 !我们希望我们的工作能促进
这方面工作的开展 !
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