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利用统一色噪声近似理论，研究乘性色噪声和加性色噪声驱动的非对称双稳系统中，势阱的非对称性和噪声

对系统两个方向的平均第一穿越时间 ! )（ "*%! "*"）和 ! +（ "*"! "*%）的影响（ "*%和 "*"是双稳系统的两个稳定点）,
数值结果表明：! )（ "*%! "*"）随乘性噪声的自关联时间!% 以及加性噪声的自关联时间!" 的增大而减小 , ! +（ "*"!
"*%）随乘性噪声的自关联时间!% 以及加性噪声的自关联时间!" 的增大而增大 ,在曲线（! )（ "*%! "*"），"）和（! +

（ "*"! "*%），"）上都存在单峰 , ! )（ "*%! "*"）随非对称系数 # 的增大而增大，! +（ "*"! "*%）随非对称系数 # 的增大而

减小 ,
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% < 引 言

噪声对非线性系统的影响近年来一直受到大家

的广泛关注 ,在对噪声的处理上，为了简化计算，常
把记忆时间或者宽带很短的激励视为白噪声 ,但真
正的白噪声并不存在，所以很多科技工作者已经开

始从事非白噪声驱动非线性系统性质的研究工

作［%—%=］, >?4@等［#］在 %A&=年提出统一色噪声近似理
论，并对乘性色噪声驱动的染料激光模型进行了研

究 , B0;等［’］在 %AA(年推导了关联色噪声驱动的双
稳系统的稳态概率密度表达式 , %AA9年，>10等［9］研
究了色关联噪声驱动的双稳系统的稳态概率密度表

达式 , %AAA年，CD1等［=］研究了色关联噪声驱动的双
稳系统中关联时间和关联强度对平均第一穿越时间

的影响 ,E04@等［%$］在 "$$# 年详细研究了关联白噪
声驱动的双稳系统中两个方向的平均第一穿越时间

问题并发现在关联噪声影响下两个方向的平均第一

穿越时间不对称 ,CD1等［%#］在 "$$’年利用投影算子
方法推导了色关联噪声驱动的双稳系统的关联函数

以及弛豫时间表达式 , "$$9年，F1等［%=］研究了乘性
非对称分岔噪声影响下的随机共振问题 ,由于很多

实际的物理系统的非对称性，本文研究白关联的加

性色噪声与乘性色噪声驱动的非对称双稳系统的平

均第一穿越时间问题 ,

" < 非对称双稳系统平均第一穿越时间

包含加性噪声和乘性噪声的非对称双稳系统的

郎之万方程为
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式中乘性噪声#（ $）、加性噪声$（ $）均为高斯色噪
声，其统计性质分别为
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% 和& 分别为乘性噪声和加性噪声的噪声强度，"
为噪声#（ $）和$（ $）之间的关联强度，!% 和!" 分别

为#（ $）和$（ $）的自关联时间，由统一色噪声近似
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理论可以得到近似的福克!普朗克方程为
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令（&）式左边为零，可以得到系统稳态的概率密度函
数为
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其中 ) 为归一化常数 ,广义势函数为
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由（(）式可以看出，系统的确定性势函数为 *（ "）"

# "%

% $ "6

6 $ &"，其中 & 为非对称系数，表明势阱的非

对称性 ,在 # !% ’
4 = & = !% ’

4 的条件下，*（ "）表示一

个非对称双稳势函数 ,通过解方程 *)（ "）" 7 可以
得到它的一个不稳定点 "> 和两个稳定点 " .(，" .%分

别为
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利用平均第一穿越时间的定义和最速下降法可以得

到两个不同方向的平均第一穿越时间的表达式为
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34 双色噪声以及非对称性对平均第一
穿越时间的影响

利用两个不同方向的平均第一穿越时间 ! !，

! ’的表达式（#0）和（#2）讨论乘性噪声的自关联时
间!# 和加性噪声的自关联时间!$，噪声之间的关

联强度"以及非对称系数 ( 对 ! !和 ! ’的影响 1

图 # 平均第一穿越时间 ! !（ ""#! ""$）随!# 和!$ 的变化图像

（其中 ( % 543，’ % 54$，"% 543，) % 54$）

图 #给出了平均第一穿越时间 ! !（" "#!" "$）随

!# 和!$ 变化的三维图像 1由图可以看出，固定!$，

! !（" "#! " "$）随乘性噪声的自关联时间!# 的增大

而减小 1固定!#，! !（" "#!" "$）随加性噪声的自关联

时间!$ 的增大也是减小的 1这表明!# 和!$ 对系统

从稳态 " "#到另一稳态 " "$所起的作用相同；即!# 或

!$ 越大，系统从稳态 " "#到另一稳态 " "$所用的平均

时间越短 1

图 $ 平均第一穿越时间 ! ’（ ""$! ""#）随!# 和!$ 的变化图像

（其中 ( % 543，’ % 54$，"% 543，) % 54$）

图 $给出了平均第一穿越时间 ! ’（" "$!" "#）随

!# 和!$ 变化的三维图像 1由图可以看出，固定!$，

! ’（" "$! " "#）随乘性噪声的自关联时间!# 的增大

而增大；固定!#，! ’（" "$!" "#）随加性噪声自关联时

间!$ 的增大而增大 1对比图 $和图 #可见，!#，!$ 对

系统从稳态 " "#到另一稳态 " "$的影响和对系统从稳

态 " "$到稳态 " "#的影响正好相反，!# 或!$ 越大，系

统从稳态 " "$到另一稳态 " "#所需的平均时间越长 1

图 3 平均第一穿越时间 ! !（ ""#! ""$）随"和 ( 的变化图像（其

中 ’ % 540，!# % #40，!$ % #40，) % 540）

在图 3 中，我们给出 ! !（ " "#! " "$）随噪声关

联强度"和非对称系数 ( 变化的三维图像 1在图中
可以看到，固定 (，曲线（! !（ " "#! " "$），"）上存在极
大值（如，当 ( % 54$时，曲线 ! !（ " "#! " "$）6"在"%
’ 54#7处，极大值 ! !（ " "#! " "$）89- % $5:4#；当 ( % 5
时，曲线 ! !（ " "#! " "$）6"在" % ’ 545; 处，极大值

! !（" "#!" "$）89- % 334;），这表明系统从稳态 " "#到稳
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态 ! !"出现了抑制现象；在图中还能看出，平均第一

穿越时间 " #（! !$!! !"）随非对称系数 # 的增大而增
大，且大 # 值对应的曲线（" #（ ! !$! ! !"），!）上存在
更明显的极大值（即，大 # 值时，抑制现象越显著）%

图 & 平均第一穿越时间 " ’（ !!"! !!$）随!和 # 的变化图像（其

中 $ ( )*&，"$ ( $*&，"" ( $*&，% ( )*&）

图 &给出平均第一穿越时间 " ’（! !"!! !$）随噪

声关联强度!和非对称系数 # 变化的三维图像 %由
图可见，与 " #（ ! !$! ! !"）相似，固定 #，在曲线（ " ’

（! !"!! !$），!）上存在极大值（如，当 # ( )*"时，在!
( )*&"处，极大值 " ’（ ! !"! ! !$）+,- ( ."&*)；当 # ( )
时，在!( )*&/处，极大值 " ’（ ! !"! ! !$）+,- ( "0).），
即，系统从稳态 ! !"到稳态 ! !$出现了抑制现象 %对比
图 .和图 &，与 " #（ ! !$! ! !"）随 # 的增大而增大相
反，" ’（! !"!! !$）随 # 的增大而减小 %

& * 结 论

本文研究了乘性色噪声和加性色噪声驱动的非

对称双稳系统的平均第一穿越时间问题 %在得到两
个方向的平均第一穿越时间的表达式的基础上，讨

论了双色噪声以及非对称性对平均第一穿越时间的

影响 %研究发现 " #（ ! !$! ! !"）随乘性噪声自关联时

间"$ 以及加性噪声的自关联时间"" 的增大而减

小 % " ’（ ! !"! ! !$）随乘性噪声自关联时间"$ 以及

加性噪声的自关联时间"" 的增大而增大 % 曲线
（" #（! !$!! !"），!）和（ " ’（ ! !"! ! !$），!）均出现极
值 % " #（! !$!! !"）随非对称系数 # 的增大而增大，但

" ’（! !"!! !$）随非对称系数 # 的增大而减小 %
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