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研究了非高斯噪声激励下的 )*+神经元系统，应用路径积分法和统一色噪声近似得到系统的定态概率密度函
数和平均首次穿越时间表达式 ,发现了加性噪声强度 !能够诱导非平衡相变的产生，乘性噪声强度 "、偏离参数 #
及关联时间!$ 均不能诱导非平衡相变发生；非高斯噪声的存在缩短了细胞神经元系统静息态和激发态之间的转

化时间，有利于神经元信息的传递 ,
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# > 引 言

噪声在实际生活中无处不在并有举足轻重的作

用 ,根据统计性质噪声一般分为高斯噪声和非高斯
噪声 ,高斯噪声［#］便于运算且已形成完整的研究方
法和理论体系 ,由于非高斯噪声属于非马尔科夫过
程不容易处理，所以研究非高斯噪声的文章还比较

少见 ,事实上，非高斯噪声［%，?］常常出现在感官神经
元系统中 ,基于离子通道理论，*@<AB3:和 *8746C提
出了关于神经元系统动作电位变化的著名 *0*模
型，但 *0* 模型形式比较复杂 , )3DE*8AF 和 +2A81@
在保留 *0*模型生物特性的基础上对 *0*模型进
行了简化，提出了二维 )*+神经元模型 , G42H=@:在
一定条件下，对二维 )*+神经元模型进行了简化得
到一维 )*+系统［’］,神经元细胞处于感官神经元系
统中，因此在神经元细胞所处的环境中认为随机噪

声项为非高斯的是合理的 ,过去的文章大多是在高
斯噪声激励下 )*+神经元模型的研究［-—"］，非高斯
噪声激励下 )*+神经元模型的研究还很少见 ,因此
研究非高斯噪声激励下的细胞神经元系统是必

要的 ,
本文主要研究了非高斯噪声激励下简化一维

)*+系统定态概率密度和平均首次穿越时间［&，(］，
应用路径积分法将非高斯噪声处理成高斯色噪声，

根据统一色噪声理论近似得到系统的 )IJ方程和
定态概率密度函数 ,用平均首次穿越时间的定义得
到 $ K（ %#" %%）和 $ L（ %%" %#）的表达式，着重讨论
了加性噪声强度 !，乘性噪声强度 "、偏离参数 #
及关联时间!$ 对定态概率密度和平均首次穿越时

间的影响 ,

% > 非高斯噪声的处理

下面介绍路径积分法［#$—#%］处理非高斯噪声 ,若

"（ &）为非高斯噪声则满足
<"（ &）
< & M L #

!$

<
<"

’;（"）K
#
!$
#（ &）， （#2）

’;（"）M
"

!$（# L #） [4: # K!$

"（# L #）"
% ]% ，（#N）

其中，# 表示非高斯噪声"（ &）偏离高斯分布的程度，
显然 ###（若 # M #，则"（ &）不再是非高斯噪声，是
自相关时间为!$，噪声强度为 " 的高斯色噪声）；

#（ &）是高斯白噪声，〈#（ &）〉M $，〈#（ &）#（ &O）〉M
%"$（ & L &O），" 是其噪声强度 ,非高斯噪声的性质：

〈"（ &）〉M $， （%2）
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当 * # % + *"+时，用路径积分法可知
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将（&）式代入（+）式后，则（+）式可以简化为
,!（ !）
, ! " % !"+

/ +
"+
#+（ !）， （$）

其中，#+（ !）为高斯白噪声，〈#+（ !）〉" #，〈#+（ !）#+

（ !0）〉" !"+$（ ! % !0），"+ "
!（! % #）
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" 以上过程

应用路径积分法，将非高斯过近似转化为关联时间

为"+，噪声强度为 "+ 的高斯色噪声 (

& 1 非高斯噪声驱动的 234模型的近似
定态概率密度

文献［!］无量纲的 234模型有如下的表达式：
,%
, ! " %（& % %）（ % % +）% ’ / (5， （65）

,’
, ! " )% %%’， （6)）

其中，% 代表快变的膜电压变量，# 7 & 7 +是阈值，)
和%均是正常数 ( ’ 是慢变的回复变量 ( (5 表示外
部激励电流 (当 (5 " # 时，文献［!］简化的一维 234
神经元系统模型为

,%
, ! " %（& % %）（ % % +）% )

%
% /&（ !）( （8）

&（ !）是高斯白噪声具有以下统计性质：〈&（ !）〉
" #，〈&（ !）&（ !0）〉" !*$（ ! % !0），* 是其噪声强度 (
简化模型比原 234神经元少了慢变的恢复变量 ’，
多了弱的白噪声&（ !），注意这里的白噪声&（ !）代表

在近似 ’ " )
%

% 附近的扰动没有实际意义，仅仅是

近似过程的一个扰动变量，因此简化模型中&（ !）是
不能被忽略的 (

方程（8）的势函数为

+（ %）" +
. %. % & / +

& %& / & / ) 9%
! %!，

当参数满足
)
%

7 & % +( )!
!
时，势函数有两个稳定点

%+ " #，代表了细胞的神经元处于静息态；%! "

& / + / （& % +）! % .) 9$ %
! 表示细胞神经元处于激发

态 (和一个不稳定点 %# "
& / + % （& % +）! % .) 9$ %

! (

现实中，神经元的膜电压从激发态迅速趋于静

息态的过程，可以认为系统内部具有某种噪声，在生

物系统中，噪声假设为非高斯噪声是合理的 (考虑在
简化的一维 234神经元模型中加入乘性非高斯噪
声的模型为

,%
, ! " %（& % %）（ % % +）% )

%
%
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其中，!（ !）是非高斯噪声，&（ !）是高斯白噪声 (应用
路径积分法，将!（ !）近似为关联时间为"+，噪声强

度为 "+ 的高斯色噪声 (再利用统一色噪声近似［+&］

求解出近似的 2;<方程表达式：
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其中
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从而得近似的定态概率密度函数为
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其中，. 为归一化常数，广义势函数 +D（ %）的表达式
如下：

+D（ %）" %%
%（& % %）（ % % +）% )
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考虑到当 $ 和 % 取一定的值时，简化的神经元
系统才有可能具有双稳的结构 1因此，根据文献
［’，(#］1这里取 $ ! /2"，% ! /2/(，! ! (，以下结论都
是在这组参数下讨论得出 1

图 ( 定态概率密度函数 (3.（ "）在不同乘性噪声强度 ’ 的变化

曲线（& ! /2"，( ! /2"，"/ ! /2"）

图 ’ 定态概率密度函数 (3.（ "）在不同加性噪声强度 & 的变化

曲线（’ ! /2"，( ! /2"，"/ ! /2"）

根据定态概率密度函数的表达式（(/），讨论乘

图 % 定态概率密度函数 (3.（ "）在不同非高斯参数 ( 的变化曲

线（’ ! /2"，& ! /2"，"/ ! /2"）

图 # 定态概率密度函数 (3.（ "）在不同自相关时间"/ 的变化曲

线（’ ! /2"，& ! /2"，( ! /2"）

性噪声强度 ’，加性噪声强度 &，偏离参数 (，关联
时间"/ 对稳态概率密度的影响 1
图 (—# 分别给出了 ’，&，(，"/ 取不同值时，

对定态概率密度函数 ( 3.（ "）的影响 1从四幅图均可
以看出，在双峰的情况下，左峰比右峰要高，表明快

变的膜变电压的分布在 "( ! /的概率较大 1此结论
与细胞神经元系统多数时间总处于静息态是一致

的 1随着噪声强度 ’，& 的增大，( 3.（ "）的主峰的峰
值减小，但峰的宽度均变宽 1随着乘性噪声强度 ’
的增加 ( 3.（ "）的两个峰值均有所降低，但峰的个数
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没有发生改变；加性噪声强度 ! 对 " !"（ #）影响较大，
峰的位置和峰高均发生较为明显的变化，" !"（ #）当

! # $%&时是单峰结构，之后随着 ! 的增大，变为双
峰结构，即加性噪声强度 ! 能够诱导相变；随着偏
离参数 " 及关联时间!$ 增加，看到 " !"（ #）始终是双
峰结构，即 " 及!$ 不能诱导相变，且 " !"（ #）的双峰
的位置保持不变，左峰的高度在降低，右峰的高度在

增高，说明 "，!$ 的增大使两个稳定点的概率分布

趋于平衡 ’综上可知，加性噪声强度 ! 能够诱导非
平衡相变的产生，乘性噪声强度 $、非高斯噪声的
偏离参数 " 及关联时间!$ 均不能诱导非平衡相变

发生 ’

( % 非高斯噪声驱动的 )*+模型的平均
首次穿越时间

根据平均首次穿越时间的定义和最速下降

法［,&］得到两个方向的平均首次穿越时间：
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$ }
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图 & % -作为乘性噪声强度 $ 的函数随不同的偏离参数 " 变

化的曲线（! # $%,，!$ # $%,）

根据平均首次穿越时间的表达式（,,），讨论乘
性噪声强度 $，加性噪声强度 !，偏离参数 "，关联

时间!$ 对稳态概率密度的影响 ’

图 9 % 0作为乘性噪声强度 $ 的函数随不同的偏离参数 " 变

化的曲线（! # $%,，!$ # $%,）

图 : % -作为加性噪声强度 ! 的函数随不同的偏离参数 " 变

化的曲线（$ # $%,，!$ # $%,）

图 &和图 9分别给出了不同方向的平均首次穿
越时间 % -（ #,! #.）和 % 0（ #.! #,）作为乘性噪声强

度 $ 的函数随不同的偏离参数 " 的变化情况 ’随着
乘性噪声强度 $ 的增加，平均首次穿越时间 % -（ #,

! #.）和 % 0（ #.! #,）均减小 ’固定 $ 值，随着偏离

参数 " 的增加平均首次穿越时间 % -（ #,! #.）和

% 0（ #.! #,）的值也均减小，说明乘性噪声强度 $
和偏离参数 " 增大有助于细胞神经元系统两态间的
跃迁 ’
图 :和图 ;分别给出了不同方向的平均首次穿

越时间 % -（ #,! #.）和 % 0（ #.! #,）作为加性噪声强

度 ! 的函数随不同的偏离参数 " 的变化情况 ’图 :
中，当 ! 非常小时，随 ! 的增大，% -（ #,! #.）的值

<<=,=期 赵 燕等：非高斯噪声激励下 )*+神经元系统的定态概率密度与平均首次穿越时间



图 ! ! "作为加性噪声强度 " 的函数随不同的偏离参数 # 变

化的曲线（$ # $%&，!$ # $%&）

迅速下降，之后随着 " 的增加 ! ’（ %&! %(）的值平
缓下降 )随着偏离参数 # 的增加平均首次穿越时间
! ’（ %&! %(）几乎保持不变，这与乘性噪声强度 $ 对

! ’（ %&! %(）的影响是显然不同的 )当偏离参数 # 的
增加时，! "（ %(! %&）随着加性噪声强度 " 的变化
与 ! "（ %(! %&）随着乘性噪声强度 $ 的变化大致是
相同的 )

图 * ! ’作为乘性噪声强度 $ 的函数随不同的自相关时间!$

变化的曲线（" # $%&，# # $%+）

图 *和图 &$分别给出了不同方向的平均首次
穿越时间 ! ’（ %&! %(）和 ! "（ %(! %&）作为乘性噪声
强度 $ 的函数随不同的关联时间!$ 的变化情况 )
观察到平均首次穿越时间 ! ’（ %&! %(）和 ! "（ %(!
%&）均随着乘性噪声强度 $ 的增加而减小 )且固定
$ 值时，! ’（ %&! %(）和 ! "（ %(! %&）随着关联时间

!$ 的增大而减小 )
图 &&和图 &(分别给出了不同方向的平均首次

图 &$ ! "作为乘性噪声强度 $的函数随不同的自相关时间!$

变化的曲线（" # $%&，# # $%+）

图 && ! ’作为加性噪声强度 "的函数随不同的自相关时间!$

变化的曲线（$ # $%&，# # $%+）

图 &( ! "作为加性噪声强度 "的函数随不同的自相关时间!$

变化的曲线（$ # $%&，# # $%+）

穿越时间 ! ’（ %&! %(）和 ! "（ %(! %&）作为加性噪声
强度 " 的函数随不同的关联时间!$ 的变化情况 )
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图 !!与图 " 的几乎相同，随着加性噪声强度 ! 的
增长，" #（ #!! #$）先骤降后缓降 %固定 ! 值，偏离
参数 $ 及关联时间!& 增长时，" #（ #!! #$）的值基
本保持不变 %图 !$与图 ’的变化趋势相同，随着加
性噪声强度 ! 的增加，" (（ #$! #!）的值是减小 %固
定 ! 值，随着偏离参数 $ 及关联时间!& 的增长，

" (（ #$! #!）的值减小 %
图 )与图 *，图 "与图 ’，图 +与图 !&，图 !!与

图 !$对比，观察到在相同的参数下 " #（ #!! #$）总
比 " (（ #$! #!）大，这与神经元系统由静息态到激发
态转化比较难，而由激发态到静息态转化比较容易

的结论是一致的 %

) , 结 论

文中得到了由乘性非高斯噪声及加性白噪声共

同驱动的一维 -./神经元模型的定态概率密度和
平均首次穿越时间的表达式 %发现加性噪声强度 !
能够诱导非平衡相变的产生，乘性噪声强度 %、偏
离参数 $ 及关联时间!& 均不能诱导非平衡相变发

生 %随着加性噪声强度 !、乘性噪声强度 %、偏离参
数 $ 及关联时间!& 的增加，平均首次穿越时间

" #（ #!! #$）和 " (（ #$! #!）的值均呈递减趋势 %非
高斯噪声的存在缩短了细胞神经元系统静息态和激

发态之间的转换时间，加快了特定时间内单个神经

元的放电节律，这个事实说明非高斯噪声对神经元

信息的传递起到了积极作用而不是消极作用，即非

高斯噪声有利于神经元信息的传递 %
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