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基于分数阶系统稳定理论，实现了分数阶超混沌 )*+*系统与参数未知的分数阶超混沌 ,-./01系统间的异结
构自适应同步 2不仅设计了控制器，还设计了参数自适应规则并保留了非线性项 2数值仿真证实了自适应控制器的
有效性 2
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% B 引 言

自 %CC" 年 D/@-.8 和 )8..-: 实现混沌同步以
来［%］，混沌同步由于在保密通信等领域的潜在应用

价值而得到广泛研究 2人们相继提出了诸如线性和
非线性反馈方法，延迟反馈方法，自适应方法，

E8@FGH/II90J方法等多种整数阶混沌同步方法［&—(］2
%C’#年 K80A/:=-.H指出自然界及许多科学技术

领域存在大量分数阶现象且在整数阶系统与分数阶

系统间存在自相似现象 2并且研究表明：整数阶系统
是分数阶系统的特例，是实际系统的理想化处理 2研
究分数阶系统更具有普遍意义 2分数阶非线性系统
也存在与整数阶非线性系统相似的混沌现象［’］2
尽管对于整数阶混沌系统研究的如火如荼，而

且取得了诸多成果 2但对于分数阶系统由于其理论
的复杂性及研究起步较晚，进展相对较缓慢 2对于分
数阶线性系统的稳定问题，文献［C］提出了根据系统
系数矩阵的特征值的判定定理 2然而，对于非线性系
统系数矩阵通常含有变量，其系数矩阵是时变的，因

而通常不能直接运用该定理进行判断 2针对这一问
题文献［%"］提出了通过设计控制器让同步误差系统
的系数矩阵为定常的负定矩来实现混沌同步 2这样
做虽然实现了同步，但一方面控制代价较大，另一方

面牺牲了非线性项 2文献［%%］提出了将分数阶系统
近似化为整数阶系统从而实现两分数阶系统的同

步 2但将阶次近似化为整数阶，近似的阶次值与实际
的阶次值相比可能偏大，也可能偏小，如果偏大设计

的控制器没问题，但是如果偏小则从理论上立不住

脚，而作者并没在这方面进行分析 2
胡建兵等针对阶次小于 %的分数阶系统提出了

基于 ,L8I?0-M方程的稳定性判定定理［%&］2本文基于
该理论，对异结构的参数未知的分数阶超混沌系统

设计了控制器及参数辨识规则，实现了两混沌系统

的自适应同步 2

& B 分数阶系统稳定理论

文献［C，%#］研究了分数阶线性系统的稳定性问
题并给出了判断分数阶系统稳定性的充要条件 2
引理 $ 考虑自制系统

A!"
A #! N $"， （%）

其中 ""%&（&"’），$"%& O & 2
%）当系统（%）是渐近稳定的，当且仅当矩阵 $

的任意特征值!，8.J（!） P"!Q&都成立 2
&）当系统（%）是稳定的，当且仅当矩阵 $ 的任

意特征值!，8.J（!）#"!Q&都成立 2
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图 ! 分数阶系统的稳定区间

!阶线性系统的稳定区域如图 !所示，对于分数
阶非线性系统如果其在平衡点处的 "#$%&’#(矩阵的
所有特征值都在扇形区域的外部，则该平衡点为稳定

的平衡点 )如果存在于系统（!）同形的分数阶系统
*"!
* "# + $! ) （,）

当! -"时，如果分数阶系统（!）稳定，则分数阶系
统（,）一定稳定 )相反，当!."时，如果分数阶系统
（!）稳定，则分数阶系统（,）不一定稳定 )因而为了实
现系统控制，将分数阶系统近似化为整数阶系统时，

从理论上讲只能将阶次做偏大方向的近似化处理 )
这也是将分数阶系统整数化时需要考虑的问题 )
引理 !给出了分数阶线性系统的稳定性判定定

理，然而对于非线性系统系数矩阵 $ 中通常含有状
态变量，难于直接通过特征值判断系统的稳定性 )针
对这一问题，文献［!,］提出了一个简易的基于
/0#12(%3方程稳定性判定定理 )
引理 ! 对于分数阶系统（!），当阶数!. !时，

如果系统的系数矩阵 $ 满足 /0#12(%3方程，即存在
实对称正定矩阵 %，半正定矩阵 & 使得方程 $% 4
%$5 + 6 & 对于任意的状态变量 ! 恒成立，则分数
阶系统（!）渐近稳定 )

7 8 分数阶 9:;:超混沌系统自适应同
步参数未知的分数阶 /%<=(>超混沌
系统

王兴元等［!?］通过对 /%<=(>混沌系统添加一个
非线性控制器产生了超混沌 /%<=(>系统，其分数阶
形式如下：

*!!!

* "! + #（!, 6 !!）4 !?，

*!!,

* "! + ’!! 6 !, 6 !! !7，

*!!7

* "! + !! !, 6 (!7，

*!!?

* "! + 6 !! !7 4 )!? ) （7）

研究表明当阶次!+ @8A7，系统参数 # + !@，( + BC7，
’ + ,B，) + 6 !时，系统（7）为分数阶超混沌系统［!D］)
基于著名的 /%<=(>混沌系统，9E=(等［!F］提出了

一个新的超混沌系统，命名为 9:;:系统，其对应的
分数阶形式为

*!*!

* "! + 6 +*! 4 +*, 4 *, *7，

*!*,

* "! + ,*! 4 *, 6 -*! *7 4 *?，

*!*7

* "! + *! *, 6 .*7，

*!*?

* "! + /*, ) （?）

当阶次!+ @8A7，系统参数 + + 7D，. + ?8A，, + ,D，-
+ D，/ + !@@时，系统（7）为分数阶超混沌系统［!G］)
以分数阶超混沌 9:;:系统（?）作为响应系统

同步参数未知的分数阶超混沌 /%<=(>系统（7）)对响
应系统（?）设计控制器

*!*!

* "! + 6 +*! 4 +*, 4 *, *7 6 0!（ "），

*!*,

* "! + ,*! 4 *, 6 -*! *7 4 *? 6 0,（ "），

*!*7

* "! + *! *, 6 .*7 6 07（ "），

*!*?

* "! + /*, 6 0?（ "）) （D）

由于驱动系统参数 #，(，’，) 未知，以 #H，(H，
’H，)H作为未知参数 #，(，’，) 的估计值 )则参数估计
误差

1# + #H 6 #，

1( + (H 6 (，

1’ + ’H 6 ’，

1) + )H 6 ) ) （F）

系统（D）和系统（7）的同步误差为
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!!!"
! "! # $ #% !" & #% !’ & !(

&（$ $" & $’）!# $（ % $ #%）&"

&（ % $ #%）&’ & &’ &) $ &( $ ’"（ "），

!!!’
! "! #（ (% $ &)）!" $ !’ $ $" !)

& $" !( &（) $ (%）&"

& ’&’ &（" $ *）&" &) & &( $ ’’（ "），

!!!)
! "! # &’ !" & $" !’ $ +%!) $ $) !+

&（+% $ ,）&) $ ’)（ "），

!!!(
! "! # $ &) !" $ $" !) & -%!(

& .&’ $ -%&( $ ’(（ "）* （+）
同步的目的就是通过设计合适的控制器 / #
（’"（ "），’’（ "），’)（ "），’(（ "））, 及参数自适应更新
规则使响应系统与驱动系统间的同步误差渐近趋于

-，即 ./0
"!1

!（ "）# -*

定理 ! 当系统的阶次!2 "时，如果设计的控
制器满足

’"（ "）#（" $ #%）!" &（#% & (% $ &)）!’

& &’ !) &（" $ &)）!( $（ % $ #%）&"

&（ % $ #%）&’ & &，

’’（ "）#（) $ (%）&" & ’&’

&（" $ *%）&" &) & &(，

’)（ "）#（" $ +%）!) $ $" !(

&（$ , & +%）&)，

’(（ "）#（" & -%）!( & .% &’ $ -% &(， （3）
和参数自适应辨识规则

!!#%
! "! # 0"（$ $" & $’）!"，

!!+%

! "! # $ 0’ $) !)，

!!(%
! "! # 0) $" !"，

!!-%
! "! # 0( $( !(， （4）

其中 01（ 1 # "，’，)，(）为正常数，则分数阶误差系统
（+）渐近稳定 *
证明 根据定理 "，对误差系统（+）构造

56789:;<方程 *将设计的控制器及参数自适应规则
代入误差系统（+）得
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令正定矩阵 3 为
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显然矩阵 & 为半负定矩阵 2根据定理 !，误差系统渐
近稳定 2定理得证 2

$ 3 数值仿真

基于改进的 45’6789’7:;+<=:8>+)?=+*理论［!@］，文
献［!A］提出了分数阶系统仿真算法 2本文利用该算
法对分数阶误差系统（B）进行仿真，仿真时，设系统
阶次! / 13A#，选择 ’ / !1，( / @C#，) / "@，* / 0 !
为驱动系统的未知参数，+ / #D，, / $3A，- / "D，. /
D，/ / !11为响应系统的参数 2初始值设为 #! / 13!，

#" / 13"!，## / 13"!!，#$ / "3#，$! / 13"，$" / 13"!，

$# / 131!!，$$ / 13#，’E / 13!，(E / 13!，)E / 13!，*E /
13!，!0 / !（ 0 / !，"，#，$）2仿真后，参数辨识和同步
误差分别如图 "和图 #所示 2仿真结果表明实现了
分数阶超混沌 FGHG系统同参数未知的分数阶超混

沌 %+<I*J系统的自适应同步，并实现了未知参数的
辨识 2仿真结果表明设计的控制器和参数自适应规
则有效 2

图 " 驱动系统中未知参数 ’，(，)，* 的辨识

图 # 同步误差 1!，1"，1#，1$ 随时间演化图

D3 结 论

本文设计了控制器和参数自适应规则实现了分

数阶超混沌 FGHG系统同参数未知的分数阶超混沌
%+<I*J系统的自适应同步 2从而将整数阶混沌系统
的同步方法推广到了阶次小于 ! 的分数阶混沌系
统，为分数阶混沌系统的同步提出了新的方法 2
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