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对于仓壁不固定的粮仓系统，其底部压力会随颗粒高度线性增加 (由于没有 )*+,,-+ 应力饱和现象，其力学状态

与通常粮仓系统显然不同 (通过上拉和下压这种应力未饱和粮仓系统的仓壁，实验研究了不同顶部负载时颗粒介

质与仓壁的最大静摩擦阻力 (结果显示阻力随颗粒质量的增加在上拉时呈线性增长关系，但在下压时呈指数增长

关系，下压阻力强度比上拉时大一个量级以上 (此外阻力与顶部负载呈线性变化关系 (这些测量很好地符合了基于

应力转向比为常数的假设（即 )*+,,-+ 假设）下给出的连续力学理论计算，表明该假设对于此应力未饱和粮仓系统依

然适用 (
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! = 引 言

粮仓 效 应 是 颗 粒 物 质 最 著 名 的 静 态 性 质 之

一［!，#］(当向一个圆筒仓内填充颗粒（如粮食）时，筒

仓底部感受到的压力 ! 不会像填充液体一样随着

填充高度 " 线性增加，而是在填充到一定高度以后

达到一个饱和值 ! ,*> ( 这一有趣的现象来源于颗粒

介质与仓壁之间的切向摩擦力，它使得仓壁能承受

颗粒介质的重量，并使仓底的压力达到饱和 (定量分

析粮 仓 效 应 的 连 续 介 质 模 型 最 早 由 )*+,,-+ 给

出［’，$］，他的一个最主要的假设是颗粒介质的横向

（水平方向）应力!## 和纵向（垂直方向）应力!$$ 之间

存在一个简单比例关系!## ?"!$$ ，其中应力转向系

数"为与空间位置 #，$ 无关的常数 (尽管还没有这

个假设的直接实验验证（就我们所知），)*+,,-+ 模型

仍然得到了广泛的认可［!，#］，直到今天仍是粮仓工程

设计的力学分析基础［@］(近年的实验显示，它还能用

来计算将一根插入粮仓中轴的探测棒拔出时所需的

提拉力［/，.］(特别值得强调的是，由于其对颗粒系统

中静应力的简单而深刻的概括，古老的 )*+,,-+ 假设

对于今天的颗粒物理研究仍有着重要意义，下列的

一些与其有关的问题目前仍有待研究和澄清：!）尽

管人们普遍接受转向系数"是常数的说法，但对它

的值却有很大分歧 (在物理文献中曾有过转向系数

为 %=.$ 的报道［&］，而工程师则大多认为转向系数是

%=$ 左右［@］( #）"是一个仅由颗粒物质决定的材料系

数，还是一个也随着仓壁材料或应力的不同而有所

变化的参数？对此，工程师大多认可"与库仑内摩

擦角#之间有 )*A9 提出的经验公式"? ! B ,4+#
［@］，

意味着"是颗粒材料系数 ( ’）除了地面上的一桶沙

子或侧仓壁固定的实验装置那样的通常粮仓以外，

)*+,,-+ 假设是否还适用于一些更广泛的静止颗粒

系统，如本文将考虑的仓壁不固定的应力未饱和粮

仓［C］，或任何具有库埃特（D;E->>-）几何的颗粒系统 (
值得提到的是，在十几年前的文献中，一些学者曾尝

试将其推广到沙堆那样的侧面为自由边界的圆锥形

状系统［!%］(我们倾向认为它可能对库埃特几何系统

是一个很不错的假设 ( $）)*+,,-+ 模型的精确程度 (
近年来，对通常粮仓底部压力的一些研究发现，实验

数据与 )*+,,-+ 模型计算结果有一定的偏差，为此研

究者提出了一些新的拟合公式［&，!!］( 但该偏差是因

为"不完全是常数，还是因为颗粒与仓壁的边界条

件不同，或其他原因，仍有待澄清 ( @）支持 )*+,,-+ 模

型的实验大多是间接的，主要是底部压力的测量数
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据 !显然，直接测量!或颗粒对仓壁的作用力，应能

解决这些问题，因此值得发展有关实验方法和技术 !
"）原 则 上 讲，连 续 力 学 方 程 可 以 计 算!，从 而 为

#$%&&’% 假设提供理论基础 ! 但需要注意的是，由于

目前还没有一组颗粒连续力学方程被广泛认可，不

同作者在理论分析粮仓时使用了不同的方程 ! 文献

［()］和文献［*］分别报道了用准弹性模型（+,$&-.
/0$&1-2 345’0［(］）和 678 模型（49-’%1$0 &19’&& 0-%’$9-1:）

对通常粮仓底部压力的计算结果 ! 最近文献［(;］用

非线性弹性理论计算了通常粮仓中所有应力分量的

空间分布，计算结果表明!的空间变化的确很小，

并且符合工程上经常用到的 #$<: 经验公式 !由于方

程的不确定，目前还不能单用理论来验证 #$%&&’% 假

设 !在这一情形下，围绕!问题进行的各种测量，将

有益于解决这个理论方程不确定的问题 !
由此看出，当前人们对粮仓的认识仍相当有限，

许多基本问题还没解决 ! 工程上粮仓倒塌的现象时

有发生（如 )==* 年 ) 月 * 日在广州黄浦新港发生的

万吨级粮仓无征兆倒塌事故［(>］）! 倒塌说明仓壁的

受力不是很稳定，会突然发生大改变 !这种改变往往

由粮仓装料、卸料过程的流动引起，也可以由外界温

度变化导致的颗粒热膨胀引起［(?］，或许还有目前仍

不知晓的其他原因 !由于应力转向比!与仓壁的法

向压力密切相关，因此它也是研究粮仓倒塌问题时

的一个重要参数 !
实验上很难对三维粮仓颗粒内部的应力作直接

测量，可用的方法是通过测量仓壁或仓底的受力（即

测量粮仓的力学边界）来探测粮仓内部的应力状态 !
这些粮仓效应的实验通常是固定仓壁，测量仓底的

力 !在这类实验中仓壁施加于颗粒介质的摩擦力的

方向总是与重力方向相反（竖直向上），大小可能会

随粮仓的填充方式不同而变化 !文献［@］建议了一种

在仓壁可移动的粮仓体系中研究纵向应力的实验方

法 !但由于能在一定范围内改变仓壁摩擦力的大小

和方向，该方法能在更大的应力状态范围内研究转

向比问题 !在这种装置中，仓底受到的压力将等于颗

粒的重力与仓壁纵向受力之和 !因此，仓底压力随着

颗粒堆积高度线性增加，没有通常粮仓的 #$%&&’% 应

力饱和现象 !为区别起见，我们将用“应力未饱和粮

仓”来称呼这类粮仓系统 !本工作将针对仓壁受力与

重力方向相同和相反的两种情况，测量该系统仓壁

摩擦力的最大值随颗粒填充质量和顶部负载的变化

关系 !最大摩擦力的数据可用来进一步分析转向比，

同时避免边界条件的不确定性带来的影响，此时，由

于仓壁与颗粒在任何地方都处于最大静摩擦这一极

限情况（或者侧边界附近的颗粒达到了库仑屈服的

极限状态），颗粒侧边界的切向与法向应力的比值

"!" A"!! B#C 将是与颗粒和仓壁材料有关的常数 ! 即

为颗粒和仓壁间的摩擦系数 ! 通过拟合，我们发现

#$%&&’% 的“转向系数为常数”的假设仍能很好地描

述所得到的结果，从而把它的适用范围扩充到包括

应力未饱和粮仓在内的更大一类颗粒圆柱系统 !

) D 实验装置与实验方法

如图 ( 所示，底部固定的不锈钢活塞和一个悬

空的 EFG 材质圆筒在注入颗粒介质以后构成了应

力未饱和粮仓实验系统 !活塞尺寸 #H B )?D@ CC，圆

筒内径 #（ B )$）B )ID) CC，颗粒为粒径在 )D?—

;D= CC 之间的玻璃珠 ! 由于颗粒尺寸较大，在实验

过程中圆筒与底部活塞之间保持不接触，同时其缝

隙不会卡入颗粒 ! 注入颗粒的质量 % 最少为 (; J
（此时填充高度 & 约为 (? CC），最多为 (;= J，等分

为 (= 个等级分别填充进行实验 !颗粒在圆筒顶部通

过漏斗定点注入，注入颗粒以后在颗粒介质顶部附

加不同的砝码负载 ’（最小 = J，最大 ())D@ J）!通过

下压和向上提拉仓壁，可实现与重力方向相同和相

反的两种仓壁受力情况的测量 !

图 ( 实验装置示意图 （$）上拉仓壁实验；（K）下压仓壁实验

在提拉实验中（图 (（$）），外圆筒由定滑轮系统

通过逐步添加砝码 ( 改变竖直向上提拉力，当砝码

重量达到 (( 时，外筒由于拉力超过最大静摩擦力

而发生移动，但这种移动会在外筒向上移动一段距
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离（约 ! "# 左右，称之为“预位移”）以后由于颗粒系

统的摩擦力得到重组和更充分的动员（#$%&’&()*）而

停止 +继续添加砝码至 !,，此时外筒受到的拉力由

于超过了颗粒介质重组后给予外筒的最大静摩擦

力，外筒无法保持静止将一直滑动至限位阀处（整个

过程外筒移动超过 !- "#）+由于颗粒系统内部的应

力状态以及与界面的摩擦状态都和颗粒系统的初始

排布有关，即使每次以同样的方法制备“粮仓”，颗粒

系统的初始状态也不可能完全相同，故每次实验得

到的 !! 和 !, 是不同的 +尽管如此，多次实验得到

的 !, 的最大值 !# 应是唯一的，因为 !# 对应了颗

粒系统在所有可能的无规排布下与筒壁能达到的静

摩擦力最大的状态，即 ./011)0 模型中假设的理想的

最大静摩擦力状态，应该与制备历史无关 + 在实验

中，对于同样的颗粒填充质量 " 和加载 #，我们并

不每次重新制备“粮仓”，而是直接将外筒拉回至初

始位置多次重复实验，同时适当加减砝码 ! 以找到

最大的!, +由于外筒多次上下移动对颗粒系统的搅

动，实际上已经破坏了制备历史，多次尝试后得到的

!# 与制备历史无关 + 将 !# 减去滑轮系统的系统

摩擦力以及外筒的自重以后，就得到了外筒给予颗

粒系统的向上最大静摩擦力 $ 2（拉力）+
在下压实验中（图 !（%）），直接在外圆筒上方加

载砝码 ! 向下压，对于固定的填充颗粒 " 以及固

定的负载 #，同样有“预位移”现象出现，和提拉实验

中的处理过程一样，通过多次移动外筒回初始位置

找到 !, 的最大值 !#，也与制备历史无关 + !# 加

上外筒自重即外筒作用于颗粒系统的向下最大静摩

擦力 $ 3（压力）+

4 5 实验结果

图 , 和图 4 为颗粒介质受到侧壁的最大拉力

$ 2 和最大压力 $ 3 随负载 # 的变化关系 + 由图可

见，对于各种不同的颗粒质量 "，$ 2 和 $ 3 均随 #
线性增加，但是对于同样的 " 和 #，$ 3 的数值普遍

要比 $ 2 大一个量级以上，且这种压力与拉力的差

别还会随着 " 的增大而迅速加大，例如当 " 6 !78
9 时，这种差别已经接近两个数量级 +对于图 4 中的

下压实验数据 $ 3 ，由于首先需要一定高度的颗粒

介质才能支撑住外筒的自重，故下压实验中采用的

最小颗粒质量 " 为 -, 9+ 此外，由于 $ 3 随 " 增加

很快，而受实验加载条件所限（提供的最大加载在

!8 :9 左右），因此对于 " 较大的 $ 3 数据，颗粒顶部

的加载 # 只加到 -75; 9+尽管如此，数据增长的趋势

已经十分明显 +

图 , 对于不同颗粒填充质量 "，拉力 $ 2 随负载 # 的变化关系

（图中实线为理论公式（4）的拟合曲线）

图 4 对于不同颗粒填充质量 "，压力 $ 3 随负载 # 的变化关系

（图中实线为理论公式（<）的拟合曲线）

图 8 和图 - 所示为 $ 2 和 $ 3 随 " 的变化关系 +
在图 8 中，对于各种负载 #，$ 2 在 " 较大时随" 线

性增加，仅在 " 较小且 # 较大时略微偏离线性 + 而

在图 - 中，$ 3 随 " 的增长速度严重偏离线性，呈现

高于线性的快速增长 +图 , 至图 - 中的各条实线是

用理论分析公式（见下文）对所有上拉（下压）数据进

行最小二乘法拟合得到的拟合曲线，其中图 , 和图

8 的所有上拉数据进行统一拟合，图 4 和图 - 的所

有下压数据进行统一拟合，在拟合过程中仅有一个

拟合参量 %7，得到图 , 和图 8 的 %7 6 <5, 9，图 4 和

图 - 的 %7 6 !;5< 9+由于颗粒介质顶部负载 # 和拉

压加载! 均为砝码，为简单明了，图 , 至图 - 中 $ 2

,;7, 物 理 学 报 -= 卷



与 ! ! 的单位直接采用了质量单位 "#

图 $ 对于不同的顶部负载 "，拉力 ! % 随颗粒质量 # 的变化关

系（图中实线为理论公式（&）的拟合曲线）

图 ’ 对于不同的顶部负载 "，压力 ! ! 随颗粒质量 # 的变化关

系（图中实线为理论公式（(）的拟合曲线）

$) 分析与讨论

由于在所有实验中颗粒介质与侧筒壁均达到了

最大静摩擦的边界条件，侧边界的切法向应力比

!$% *!$$ +"& 将总是等于由系统材料确定的最大静摩

擦系数 #这时，如果转向系数#也是常数，解力平衡

方程能得到下面的关于最大提拉力 ! % 和最大下压

力 ! ! 随加载 "，颗粒质量 # 变化的理论公式 #

!"# $上拉实验

在拉力实验中，筒壁对颗粒介质的摩擦力方向

与通常的粮仓效应一致，都是与重力方向相反，因此

有相同的力平衡分析 # 对于颗粒介质体积微元的力

平衡方程为［,，-］

!’
!% % ,

$
’ +%(， （,）

其中$+ ) *-". *，’（ %）为颗粒介质竖直方向压强，

%为颗粒介质的平均密度，( 为重力加速度 #我们的

拉力实验与通常的粮仓实验的差别在于纵向的边界

条件，实验中颗粒介质顶部有负载砝码 "，即边界条

件为 % + / 时 ’/ + "(
")- # 结合边界条件，由方程（,）

解得

’ +%($（, ! 0! %*$）% ’/ 0! %*$ # （-）

当颗粒顶端负载 " + / 时，（-）式就是常见的粮仓效

应底部压强公式 #对于填充高度为 +，填充质量为 #
（ +%")

- +）的颗粒介质，其对外筒壁的最大静摩擦

力为

! % +!
+

/
-")".#’1 %

+%(")
-［+ %$（0! +

$ ! ,）］! "(（0! +
$ ! ,）

+（" ! &/）（, ! 0! #
&/ ）( % #(， （&）

式中 &/ +%")
-$ +%")

&

-".#
，为粮仓效应中的饱和质

量，是与系统参量有关的常数 #
由（&）式可知，对于固定的 #，! % 与 " 呈线性

关系，如图 - 所示 #而对于固定的 "，在 # 较大时由

于（&）式右边第一项中的指数项可以忽略，因而 ! %

与 # 呈线性关系；而对于 # 较小时（&）式右边第一

项中指数项的影响不可忽略，因此 ! % 2# 关系在小

# 段会略微偏离线性 # 由（&）式可知这种偏离在 "
较大时会更加明显，这些变化都很好地反应在图 $
的实验数据中 #图 - 和图 $ 的所有数据用（&）式进行

了统一拟合，得到最佳拟合参数 &/ + ()- " #拟合曲

线用实线标示在图中 # 由拟合数据的良好程度可见

（&）式很好地描述了上拉实验过程外筒壁受到的颗

粒介质最大静摩擦力 #

!"% $下压实验

在下压实验中，筒壁对颗粒介质的摩擦力方向

与通常的粮仓相反，即与重力方向相同且达到最大

&3/-& 期 彭 政等：应力未饱和粮仓系统中器壁与颗粒的摩擦阻力



静摩擦 !这时在颗粒介质体积微元的力平衡方程中

关于摩擦力的项需要反号，即

!!
!" " #

!
! $"# ! （%）

在边界条件 " $ & 时 !& $
$#
"%’ 下解得

! $"#!（(")! " #）* !& (")! ! （+）

对于填充高度为 &，填充质量为 ’（ $""%
’ &）的颗

粒介质，其对外筒壁的最大静摩擦力为

( " $!
&
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$（$ * )&）（(’))& " #）# " ’#， （.）

其中 )& $""%
’!$""%

/

’#,$
，与（/）式中的物理含义相

同 !注意这里的最大阻力公式（/），（.）与文献［0］的

计算结果是一样的 ! 由（.）式可知，对于固定的 ’，

( " 与 $ 呈线性关系，如图 / 所示 !而对于固定的 $，

( " 随着 ’ 增加呈现 ( 指数增长，如图 + 所示 ! 图 /
和图 + 的所有数据用（.）式统一拟合得到较好的结

果，最佳拟合参数 )& $ #01. 2!
注意到除连续介质的前提外，（/）式和（.）式只

有“转向比为常数”这一个假设，因此理论公式与实

验数据良好的符合（间接）支持了这一假设的正确

性 !由于不清楚#, 的值，目前还不能从公式中出现

的唯一的拟合参数 )& $""%
/

’#,$
推出$的确切大小，

但通过对比下压实验的 )&（ $ #01. 2）和上拉实验的

)&（ $ .1’ 2），得上拉过程的$大约是下压过程$的

三倍 !仅仅因为边界上受到的摩擦力方向的不同就

导致转向系数三倍的变化，这一结论不仅违反工程

上广泛接受的 3456 经验公式，同时也违反文献［#/］

的非线性弹性理论计算结果 ! 因此这个差别应该是

尺寸效应造成的，不能用连续介质模型解释 !由于在

实验中为避免颗粒卡缝，我们所采用的颗粒尺寸较

大，容器直径与颗粒直径之比仅为 #& 左右，尺寸效

应完全可能带来影响 !在提拉实验中 )& 较小（即$
较大），意味着侧壁对颗粒的支撑作用更明显，这很

可能是尺寸效应中的成拱阻塞造成的 ! 如果的确是

这样的话，增大容器尺寸应该会缓解这种成拱阻塞，

从而减小提拉实验中反常的$!为验证这一解释，我

们换了一个较大尺寸的外筒（* $ /% ,,，容器直径

与颗粒直径之比增加到 #’ 左右），保持其余条件不

变，重做了上拉和下压实验 !实验结果（未给出图）仍

然能用（/）式和（.）式很好拟合，上拉和下压的 )&

分别为 ’710 2 与 %&1. 2! 因为$"
%/

)&
，通过换算以

后，得大容器（* $ /% ,,）下压过程的$与小容器

（* $ ’81’ ,,）下压过程的$基 本 相 符（差 别 约

.9 ），并且大容器提拉过程的$与下压过程的$的

差距不到两倍，这比小容器情形的三倍差距有了明

显缩小 !这说明上拉实验中$反常大的现象的确与

尺寸效应有关 !我们将在另一文章中，专门讨论这个

尺寸效应 !这里需要指出的是，尺寸效应主要对提拉

实验有显著影响，且只改变 )& 的值，并不影响（/）

式（或“应力转向比为常数”这一假设）的适用性 !
为比较应力未饱和粮仓和通常粮仓的转向系

数，我们还在同样实验条件（同样的颗粒尺寸与容器

尺寸，同样的材料，* $ ’81’ ,,）下测量了通常粮仓

的饱和质量 )& !实验过程同样尽量保证颗粒介质与

侧壁达到最大静摩擦状态，方法是通过在底部扰动

粮仓使得底部测量到的压力最小，这意味着最多的

颗粒重量被器壁支撑而达到最大静摩擦状态 ! 此方

法得到的实验数据与 34:;;(: 公式符合很好（未给出

图），拟合得到的饱和质量 )& $ ’’1’ 2!这表明通常

粮仓的$与应力未饱和粮仓下压实验的$基本符

合，只有上拉实验的 )&（或$）是异常的 ! 由于通常

粮仓中颗粒介质摩擦力的方向与上拉实验相同而与

下压实验相反，这一结果表明并不是摩擦力的方向

直接导致了$的反常 !
本文实验的测量精度可能会受到下面一些因素

的影响 !首先，装置的垂直程度、活塞与筒壁间缝隙

的大小、加载（特别是大加载）造成的圆筒变形、提拉

实验中滑轮的系统摩擦力等，都可能影响测量结果

的精确程度 !尽管目前看来这些装置因素对实验结

果和主要结论的影响不大，我们仍将通过进一步改

进装置来验证这一点 ! 其次，本文在分析实验数据

时，曾假设颗粒物质密度均匀（即"为常数），但实

际样品在实验过程中或多或少会出现密度不均匀的

现象 !由于目前从实验上测量局域密度的不均匀性

还很困难，我们将在今后通过理论计算来估算密度

不均匀对本实验结果的影响程度 ! 样品的平均密度

可直接由实验测得，它是否会对转向比或摩擦系数

产生一定影响，也是今后实验将注意和考察的内容 !
最后，由于本实验中采用的是在圆筒上施加恒定作

用力的实验方法，而非其他提拉实验（例如文献［.］

和［8］）中常用的施加恒定提拉速度的方法，因此，当
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上拉（或下压）的恒定力介于 !! 和 !"（见本文第二

节讨论）之间时，系统可能会出现非稳状态，如圆筒

的慢速蠕动、滑阻运动（#$%&’(#)%*）等 +仔细观测此时

圆筒的运动情况和行为，是进一步提高本实验精度

的关键，也将是我们今后实验中将重点考虑的内容 +

, - 结 论

对仓壁不固定的应力未饱和粮仓，通过对仓壁

逐步施加向上（向下）的拉（压）力，测量了能够保持

仓壁保持静止的拉力和压力的最大值，即仓壁受到

的颗粒介质的最大静摩擦阻力 +在实验所使用装置

的几何，以及施加力和填充颗粒质量的变化范围内，

得到了下面几点结论：!）下压最大静摩擦阻力比上

拉最大静摩擦阻力大一到两个量级 + "）下压阻力随

着填充颗粒质量的增加呈指数增大，而上拉阻力的

这个变化基本上是线性的 + .）下压和上拉阻力随着

颗粒顶部加载的增加而增大，并且都是线性关系 + /）

在 012##32 转向系数为常数的假设下，连续介质分析

能很好地描述这些上拉或下压数据，间接表明该假

设对仓壁静态阻力达到最大的应力未饱和粮仓系统

仍然适用 + ,）当圆筒容器直径与颗粒直径之比!为

!4 左右时，上拉应力转向系数比下压的要大 . 倍左

右；但如果!增加到 !" 左右，这个差别会明显缩小

至 " 倍以下，表明这种转向系数的差别来自容器尺

寸效应的影响 + 5）当!分别为 !4 和 !" 左右时，用下

压数据得到的转向系数几乎相等，并且与用通常粮

仓测得的转向系数符合，表明尺寸效应只对上拉情

况产生明显的影响（其原因目前还不清楚）+
综合上述结果，本工作倾向于支持这样的看法，

即任何径向受到管道状几何限制的轴对称静止颗粒

系统（简称 6783$$3 几何系统），都相当精确地满足

012##32 提出的转向系数为常数的猜测 +另外一个有

意思和值得提到的现象是，在这个应力未饱和粮仓

实验中，!44 9 左右的颗粒就可以导致器壁上 !4 ’9
的下压阻力，而同时上拉阻力仍然很小（!44 9 的量

级）+这种单向阻力行为很类似机械中常见的棘齿效

应（结构）+而应力未饱和粮仓结构至少有一般棘齿

轮（棘齿结构）所不具备的如下优点：由于下压阻力

随颗粒质量指数增加，因此可以通过加减颗粒来轻

易调节“棘齿程度”的大小；不用担心过载的影响 +应
力未饱和粮仓效应中的过载只能出现在下压过程，

而过载无非是将颗粒破坏成粒径更小的颗粒，从而

增大容器与颗粒的尺寸比 +从目前的实验看来，提高

两者尺寸比，不会改变下压过程的 "4，即下压阻力

不受影响 +而提高尺寸比则甚至会提高上拉过程的

"4，这更会减小上拉阻力，从而更突出阻力的单向

性 +颗粒物质在应力未饱和粮仓系统中体现出的这

种单向阻力行为也许能在机械和工程上找到重要的

应用 +
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