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利用变分方法，得到了 +,-./0123456/77 模型的旋转空间调制涡旋光孤子的近似解析解 8在传输过程中，这种光

孤子具有可观察的旋转特性 8在一定的条件下，旋转的空间调制涡旋光孤子将退化为圆对称的涡旋光孤子 8
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创新团队项目（项目编号：$%:;<=$$"）资助的课题 8

! 通讯联系人 8 >1?@37：ABCDE F5,B8 /.B8 5,

# G 引 言

涡旋总是与波的相位奇异性相联系 8 #*)9 年，

H-/ 和 I/00- 在分析波的波前结构时，提出了波的螺

旋和边缘位移（F50/J @,. /.A/ .3F7C5@43C,F）概念［#］8在
场的复振幅为零，而相位分布具有奇异性时形成涡

旋 8涡旋概念在应用于光学领域后，引起了科技工作

者的强烈兴趣，掀起了光涡旋和奇异光学的研究热

潮 8对于 # K # 维光涡旋，光场复振幅的实部与虚部

的零点处是一个点，而 # K ’ 维光涡旋产生的是一条

沿光传输方向的零强度线 8在光涡旋的振幅零点处，

光场的相位不确定，波前具有螺旋形的结构特征，相

位梯度绕奇异点或线的闭合线积分是 ’!的整数倍，

这 个 整 数 被 称 作 涡 旋 的 拓 扑 指 数（ 4CLC7CA35@7
56@0A/）8

涡旋光束在非线性介质中传输时，在衍射效应

的作用下光束将展宽，由于非线性自聚焦作用光束

将压缩 8当自聚焦刚好补偿衍射效应时，涡旋光束将

稳定传输形成涡旋光孤子，这是空间光孤子的一种

形态 8对于非线性非局域介质［’］，它对光场的非线性

响应不仅与该点的光场有关，而且与空间中其他点

的光场有关 8 +,-./0 和 23456/77 在研究光束在非局域

非线性介质中的传输特性时，将非线性薛定谔方程

近似为一个线性方程［&］，大大简化了非局域空间光

孤子 的 研 究 8 MBC 等 从 强 非 局 域 模 型［9］或 +,-./01
23456/77 模型出发，研究了空间光孤子的传输特性和

相互作用［"—#’］，求出了强非局域非线性介质中的圆

对称 涡 旋 光 孤 子 的 严 格 解 析 解［#&］，并 运 用 变 分

法［#9—#(］得出强非局域和亚强非局域非线性介质中

的高斯解，以及强非局域非线性介质中的厄米高斯

和拉盖尔高斯解［#*］8
在研究非线性 N/00 介质和可饱和介质中涡旋

光束的传输特性时，考虑角向非圆对称情形，即涡旋

在角向的振幅或强度有调制，=/F-@4,3OCP 等将这种

空间调制涡旋光孤子称为 QR3?B46C,［’$］8基于高斯型

响应函数的情形，QR3?B46C, 在非局域非线性介质中

传输特性［’#］以及旋转孤子解都得到了研究［’’—’9］，并

对 QR3?B46C, 的 稳 定 性 进 行 了 分 析，求 出 了

QR3?B46C, 的旋转频率 8但对于强非局域非线性介质

中，QR3?B46C, 这种非圆对称涡旋光孤子的旋转解析

表达式迄今为止还没有给出 8
基于涡旋的圆环形结构以及旋转特性，本文设

定一个随涡旋旋转的柱坐标系，在此相对涡旋静止

的坐标系中求解 +,-./0123456/77 模型 8 运用变分法，

假设试探解后代入变分方程，得到参量的演化方程，

最后求得 QR3?B46C, 在强非局域非线性介质中的自

相似旋转解析解 8 当调制深度趋于 $ 时，QR3?B46C,
将退化为圆对称涡旋光孤子 8

’ G +,-./0123456/77 模型的变分问题

傍轴光束在强非局域非线性介质中传输时满足

方程（+,-./0123456/77 模型）［&，9］
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!$$ 是横向拉普拉斯算符，!是傍轴

光束，"& 为光束的入射功率，"为材料常数，且
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这里 ! ’（#，$）)
由于涡旋具有圆环形结构特征，在圆柱坐标系

求解 *+,-./01!234.55 模型可以简化问题，我们将方程

（#）写成圆柱坐标系（#，$，!）中的形式
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假设方程（6）自相似旋转解［$7，$8］的形式如下：

!（#，$，!）’ ’（#，$ %%!）.9:（!&!）， （;）

式中%是涡旋光绕 ! 轴的旋转角速度 )
涡旋光束的传输过程类似于螺旋型或环行楼梯

状，直接在实验室坐标系中求解显得比较复杂 )为了

简化分析，我们设定一个相对涡旋光束静止的旋转

坐标系（#，’，!），它以角速度%围绕实验室坐标系

（#，$，!）旋转，两坐标系的 ! 轴保持平行，角向坐标

关系式为’’$ %%! )此时，

!（#，’，!）’ ’（#，’）.9:（!&!）， （7）

式中&是旋转坐标系中光束的传播常数 )
将（7）式代入方程（6），并考虑旋转坐标与实验

室坐标变换关系，可得到下列方程：
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对于求解（8）式这种形式的偏微分方程，分离变

量无疑是常用的办法之一，但实际运算中出现的耦

合项将导致分离变量失效 ) 我们在这里运用变分法

求方程（8）的近似解 ) 方程（8）是下列变分问题的欧

拉0 拉格郎日方程［$<］：
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式中拉格朗日函数有下列具体形式：
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假设变分方程（<）的试探解为

’（#，’）’ )*（#）［3@A（+’）" !,A!+（+’）］，（B）

式中 ) 为归一化常数，*（#）是径向振幅，+ 是涡旋

的拓扑指数 ) , 称为调制参量，&$,$# )调制深度定

义为［$?］

) ’ > CD9E.’ % CD9FC’ >
CD9 > ’ > ) （#&）

将试探解（B）代入到方程（<）中，得到相应的平

均变分问题为
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式中平均拉格朗日函数为
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6G 试探函数参量演化方程

将试探解（B）代入（#$）式后，得到平均拉格朗日

函数表达式为
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根据平均变分方程（##）的要求：
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从而导出参量 *（#）的演化方程为
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经变量代换等一系列运算［#6］，当 "& ’ "3 ’ #H"
时，入射光束的功率等于光束保持稳定传输时的临

界功率［;］，涡旋光的自聚焦效应与衍射效应取得平

衡，形成涡旋光孤子 )我们得到方程（#7）的解为

*（#）’ .*，+$
（#

$）H#， （#8）

式中

* ’ # " + " &$ % +,%
# " ,$ ， （#<）

.*，+$
（#

$）是惠特克方程的解，称为惠特克函数［$B］)

惠特克函数定义式为
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式中# !( )
’ "( )" 为伽马函数，" ! $

’ 5

设参量 % ! )
’（) ( $ ($）" $&%

) ( &’ ，并取为非负

的整数，即 % ! ,，)，’，⋯时，我们可以得到用惠特克

函数表示的涡旋光孤子的自相似旋转解为

&（’，(，’）! (!$’
") !!，$’

（’
’）

+ #$%（*$’）［678$（( "%’）
( *&8*9$（( "%’）］， （):）

式中 (!$是归一化常数 5

空间调制涡旋光孤子的旋转角速度或旋转频率

由下面的表达式给出：

% ! ) ( &’

’$&（) ( $ ($ " ’ %）5 （’,）

上式表明，空间调制涡旋光孤子在强非局域非线性

介质中传输时，其旋转角速度%由传播常数$和调

制参量 & 共同决定 5 在调制参量 & 取确定值时，孤

子的旋转角速度%与传播常数$成线性关系，孤子

的旋转频率受到传播常数的强力影响 5
图 ) 给出了单拓扑指数（$ ! )）空间调制涡旋

光孤子（ % ! ,）传输过程示意图 5当旋转角速度%取

正值时，涡旋孤子逆时针方向旋转，%取负值，涡旋

顺时针方向旋转 5对于单拓扑指数（$ ! )）空间调制

涡旋光孤子，在角向有 ’ 个强度峰 5

图 ) 空间调制涡旋光孤子传输过程示意图 （0）% ! )；（;）% ! " )

图 ’ 给出了单拓扑指数（$ ! )）涡旋光孤子（ %
! )）的光强分布示意图 5 这种空间调制涡旋光孤子

在角向有 ’ 个强度峰，在径向有 ’ 个强度峰 5图 < 给

出了双拓扑指数（$ ! ’）涡旋光孤子（ % ! ,）的光强

=>?) 物 理 学 报 >4 卷



分布示意图 ! 这种空间调制涡旋光孤子在角向有 "
个强度峰，在径向有 # 个强度峰 !

图 $ 单拓扑指数涡旋孤子光强分布图（! % #，" % #）

图 & 双拓扑指数涡旋孤子光强分布图（! % $，" % ’）

一般地，由（#(）式给出的空间调制旋转涡旋光

孤子，在角向有 # % $! 个强度峰，在径向有 $ % "
) # 个（! 取 ’ 或正整数）或 $ % " ) ! ) # 个（! 取

负整数）强度峰 ! 涡旋光孤子的旋转与角速度! 取

值有关，角速度!正值或负值分别对应于涡旋孤子

逆时针方向或顺时针方向旋转 !

" * 旋转解的有关讨论

我们考察空间调制旋转涡旋光孤子的一种特

例：当调制参量 %!# 时，即调制深度" %（# + %）,

# ) %" $!’ 时，空间调制涡旋光孤子退化为圆对称

型涡旋光孤子［#&］! 此时，涡旋光孤子在角向没有强

度变化，对应于拓扑指数取正整数或负整数，在径向

的强度峰仍为 $ % " ) # 个或 $ % " ) ! ) # 个 !涡旋

光孤子在传输过程中保持着旋转性质，在实验室坐

标系和旋转坐标系中的传播常数的关系为 & %# +
!! !图 " 给出的是圆对称涡旋光孤子的单环光强

（径向强度峰为 # 个）分布图 !

图 " 单环圆对称型涡旋孤子光强分布图

另一种特例：当拓扑指数取非负整数，即 ! %
’，#，$，⋯时，用惠特克函数表示的涡旋光孤子的自

相似旋转解简化为用拉盖尔多项式表示为［#&］

$（%，&，’）% ("!%
!)!

"（%
$）-./（+%

$ ,$）

0 -./（1#’）［234!（& +!’）
) 1%415!（& +!’）］， （$#）

式中 ("!是归一化常数，)!
"（%

$）是拉盖尔多项式，其

定义为

)!
"（’）% (（! ) # ) "）

"！(（! ) #）
*（+ "，! ) #，’）!

（$$）

这是一个 + 次多项式，其中 ! 是不等于负整数

的任意实数或复数，(（! ) # ) "）和(（! ) #）为伽

马函数，*（ + "，! ) #，’）为库末函数 !
考虑光束功率守恒，这种情况下可求出归一化

常数 ("!：

,’ %#
6

’#
$!

’
7$（%，)，’）7 $%8%8)

% ($
"!#

6

’#
$!

’%
$!)# )!

"（%
$）$ -./（+%

$）

0［234$ !& ) %$ 415$ !&］8%8&， （$&）

式中

#
6

’%
$!)# )!

"（%
$）$ -./（+%

$）8% %（! ) "）！
$ "！ !

我们得到（$#）式中的归一化常数

("! % $ "！
（! ) "）！

," ’ % $ "！
*（! ) "" ）！

，（$"）

这里，我们用到孤子形成的临界功率条件 ,’ % #,*!
此时，涡旋光孤子横向光强分布由下列的关系

式决定：

7$（%，&，’）7 $ % $ "！
*（! ) "）！%

$!)!
"（%

$）$ -./（+%
$）

0［234$ !（& +!’）

) %$ 415$ !（& +!’）］! （$9）
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进一步，当涡旋光孤子旋转角速度为! ! "，即

传播常数" ! # ! $ " $ % 时，孤子不再旋转，空间调

制涡旋光孤子旋转解将退化为涡旋光孤子的拉盖尔

&高斯解［%"，%’］(

) (结 论

为求解空间调制涡旋光孤子的自相似旋转解，

我们设定一个旋转柱坐标系 (在此坐标系中，将求解

*+,-./&01234.55 模型转化为变分问题 (通过假设试探

解，导出参量演化方程，得到空间调制涡旋光孤子旋

转解的解析表达式 (结果表明，当旋转角速度! 取

正值时，涡旋孤子逆时针方向旋转，!取负值时，涡

旋顺时针方向旋转，而且旋转角速度!与传播常数

"成线性关系 (空间调制涡旋光孤子在角向有 # !
#" 个强度峰，当拓扑指数 " 取 " 或正整数时，在径

向有 $ ! ! 6 % 个强度峰，当拓扑指数 " 取负整数

时，在径向有 $ ! ! 6 " 6 % 个强度峰 ( 当调制深度

趋于 " 时，空间调制涡旋光孤子演变为角向无强度

变化的圆对称型涡旋光孤子；如果拓扑指数取非负

整数且旋转角速度为 "，则旋转解将退化为涡旋光

孤子的拉盖尔&高斯解 (
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