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研究了一类含三次非线性耦合项的相对转动非线性动力系统的动力学行为 ) 建立了具有非线性弹性力、广义
摩阻力耦合项的系统动力学方程 ) 运用多尺度法求解谐波激励下耦合非自治系统的近似解，通过讨论系统的主共
振和内共振特性，分析了耦合项对系统响应的影响 ) 应用奇异性理论研究了主振稳态响应分岔方程的稳定性，得
到了系统的转迁集和分岔曲线的拓扑结构 )
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+ = 引 言

转动运动是自然界中最普遍的运动之一，在研

究转动运动的过程中，@3A2754 于 +’&B 年提出了转
动相对论力学理论［+，%］，CD? 于 +’’# 年建立了转动
相对论分析力学理论［(，$］，并构建了转动相对论系

统分析力学的基本理论框架［B—/］) 随后转动相对论
系统的研究受到学术界的广泛重视 ) 近年来，关于
转动相对论系统动力学的研究，在转动相对论系统

分析力学基本理论的进一步发展［&，’］，在考虑具有

质量分离或并入的转动相对论系统分析动力学的

研究［+"—+%］，以及转动相对论 .4AE;?FF系统动力学的
基本理论、对称性理论、积分的场理论、代数结构、

几何理论、积分不变量及平衡稳定性等方面的研究

取得了进展［+(—%B］) 基于相对性原理，建立了弹性转
轴任意两横截面间的相对转动线性和非线性动力

学方程并进行了定量分析［%#—("］，研究了可归结为一

类周期变系数线性系统的非线性相对转动系统的

稳定性［(+］，研究了非线性刚度相对转动系统的动力

学特性［(%—(/］) 但是，以往的工作多限于双惯量扭转
系统的动力学建模、求解及稳定性方面的研究，对

于具有非线性耦合项的多惯量扭转系统的动力学

研究甚少 )

实际物理系统中，由于耦合作用普遍存在，研

究具有非线性耦合项的相对转动动力系统的动态

响应及稳定性具有更大的实际意义 ) 本文在文献
［(&，(’］的基础上，基于具有耗散项的广义 C39A3897
方程，研究一类具有三次非线性耦合项的相对转动

系统的动力学行为，建立了耦合系统的一般动力学

方程 ) 运用多尺度法求解非自治系统的近似解，并
对主振响应进行了奇异稳定性分析 ) 这对耦合动力
传动系统的动力学行为分析与控制具有理论意义

和应用价值 )

% = 耦合相对转动非线性动力系统的动
力学方程

在文献［(&，(’］的基础上考虑一类具有耦合项
的非线性弹性力、广义摩阻力和外扰激励作用下的

三惯量耦合系统，系统的动能为
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考虑一次、三次扭转刚度作用下的系统势能为
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其中 ’$（ $ ) "，#，$）为系统集中质量的转动惯量，
!"#，!#$为系统线性扭转刚度，!’"#，!’#$为系统非线
性扭转刚度，!$（ $ ) "，#，$）和 (!$（ $ ) "，#，$）分别为
系统集中质量的转角和转速 ( %$

$ ) %$ ! %*
$，%$ 为广

义外力，%*
$ 为系统广义阻尼力 ( &#（ # ) "，#，$）为广

义坐标 (
考虑一端具有广义摩阻力情形，令
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其中""#，"#$为线性阻尼系数，)（ (!# % (!$）为非线性

摩阻力函数，代入具有耗散项的 01231425方程
6
6 *
!+
!&·#

%!+
!&#

!!,
!&#

) "# （ # ) "，#，$）(（"7）

得

’"!8 " ! !"#（!" %!#）! !’"#（!" %!#）
$

!""#（ (!" % (!#）) %"， （""）

’#!8 # % !"#（!" %!#）% !’"#（!" %!#）
$

%""#（ (!" % (!#）! !#$（!# %!$）

! !’#$（!# %!$）
$ !"#$（ (!# % (!$）) %#，（"#）

’$!8 $ % !#$（!# %!$）% !’#$（!# %!$）
$

%"#$（ (!# % (!$）) %$ ! )（ (!# % (!$）， （"$）

式中!8 $（ $ ) "，#，$）为系统集中质量的角加速度 ( 考
虑相对转角的变化，式（""）乘以 "9 ’" 减式（"#）乘以
"9 ’# 和式（"#）乘以 "9 ’# 减式（"$）乘以 "9 ’$ 得到
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方程（#+）和（#-）为含三次耦合项的非线性弹性
力、广义摩阻力和外扰激励作用下的耦合相对转动

非线性动力系统的动力学方程，其中 *#，*!，+#，+!，

!#，!! 为耦合系数，表征了系统的耦合程度 , 这是工

程中描述可简化为该类耦合转动动力系统的动力学

方程，是进一步分析该系统动力学行为的基础 ,

% . 耦合相对转动非线性动力系统的近
似解

令 ## " %# /01（&# ,），#! " %! /01（&! ,），为求耦合

系统的近似解，在 )-，!-，*-，+-，!-，$，#和 %-（ - " #，

!）前冠以小参数’，应用多尺度法［(2—(!］求解耦合系
统的近似解 , 设方程（#+）和方程（#-）的解为

%# "%#2（#2，##）&’%##（#2，##）& ⋯，（#3）

%! "%!2（#2，##）&’%!#（#2，##）& ⋯，（!2）

式中 #2 " ,，## "’,，分别为快、慢时间尺度 , 将（#3）

和（!2）式代入（#+）和（#-）式，比较方程两边’同次
幂的系数，可得下列方程组
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式中 .- 为偏微分算子，.- " !!#-
，#- "’/,（ - " 2，#，

!，⋯，/）,
设方程（!#）和（!!）的解为
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式中 /, / ,表示前面项的共轭复数，下同 ,
将（!)）和（!’）式代入方程（!%）和方程（!(）整理

得
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情形 ! 主共振
考虑主共振情形 , 令(# 远离(!，&# " 2，%# "

2，&! 与(! 的差别为’的同阶小量，引入频率调制
参数)，令&! "& "(! &’)，消除（!+）和（!-）式中的
久期项得
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引入 0，1 的极坐标形式：0 " #
! (（##）4

5%#（##），
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5%!（##），代入复方程（!3）和（%2），并分解

实、虚部得到
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并令’)&$" !#% 得
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则系统首次近似解为

#" ) !&’(（!" % $#"）$ &（(）， （+4）

#% ) "&’(（!% % $#%）$ &（(）， （0*）
其中 !，"，#"，#% 由方程（+1）—（+,）确定 /
对于稳态响应有，!# ) "# ) *，##" ) *，’# ) *，从

而 ! ) *，##% )&/ 消去方程（+3）和（+,）中的’可以
得到频响方程 /
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方程（0"）说明在主共振条件下，系统的一阶近

似稳定解不受耦合项的影响 / 图 "给出了不同 #% 时
的系统的幅频响应曲线 / 当 #% 取较小值时，系统为
单值曲线，随着 #% 的增大，耦合系统的共振点向右
偏移，并有跳跃现象 /
情形 ! 内共振
假设此时频率满足关系：!% )!" !(&"；)% ))

)!% $(&代入方程（%3）和（%,），并消去久期项得
到：
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则系统首次近似解为
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方程（20）和（22）表明，) 6 )内共振条件下，系统
的一阶近似稳定响应是耦合的 / 图 !和图 $给出了
耦合系统的响应曲线 / 在一定参数范围内耦合项对
系统响应影响较大，图中右侧的曲线弯曲较大是受

到耦合项影响的结果 /

图 ! 耦合系统内共振%7#幅频特性曲线 #- .8)，$- .8)，!!
- .83，’- .8)2，)! - )8.，’! - )8.

0 8 奇异性稳定性分析
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图 ! 耦合系统内共振!"!幅频特性曲线 "# $%&，## $%&，!’
# $%(，$# $%&)，%’ # &%$，"’ # &%$

图 ) 分岔曲线的拓扑结构

图 * 参数的转迁集

’)&’ 物 理 学 报 )+卷



令

! ! ""，
# ! """ #!

""$
"，

$ !
%（#!"

&
" ’ """""$）

& """ #!"( )$
"
，

% !
($（)""

"$" #""
"#"）

* """ #!"( )$
"
，

% ! ’
($ & "

"

* # ，

则（+$）式化为
!& #%! # % # $!" ! ,， （+-）

利用奇异性理论研究方程（+-）的拓扑结构 . 方
程（+-）等号左边为 /0范式 & ! !& #%! 的普适开折，
且余维数为 "，根据转迁集的定义，可得转迁集如
下：

（(）分岔点集：’ !｛% ! ,｝；
（"）滞后点集：( !｛"-% ’ $& ! ,｝；
（&）双极限点集：) !&；
（)）转迁集：’ ! ’!(!) .
转迁集’将开折平面 %1$ 平面划分为 ) 个区

域，如图 )所示 . 根据奇异性理论，在不同区域中，
解的拓扑结构不同，但在同一区域中，即便参数发生

微小的变化，其分岔图也保持不变，这样的分岔图称

为持久的分岔图，而转迁集上的分岔图在参数受到

小扰动时，会改变其保持分岔结构，故称为非持久性

的分岔图 . 由于 %",，故只讨论图中区域（&，)）部
分 . 图 +为每个区域的分岔曲线的拓扑结构，图中
虚线部分为不稳定，在选择参数时应避开这一区域 .

+ 2 结 论

应用具有耗散项的广义 34564758方程建立了含
三次耦合项的相对转动非线性动力系统的一般动力

学方程 . 运用多尺度法求解了谐波激励下耦合非自
治系统在主共振和内共振情形下的近似解，并分析

了耦合项对系统响应的影响，在主共振情形下，存在

类似于单自由度系统的跳跃现象，此时耦合项对系

统无影响，在 ( 9 (内共振情形下耦合项对系统响应
影响较大 . 应用奇异性理论研究了主振稳态响应分
岔方程的稳定性，给出了系统的转迁集上不同区域

中分岔曲线的拓扑结构 . 这对工程中广泛存在的耦
合动力传动系统的动力学行为分析与控制具有理论

意义和应用价值 .
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