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通过坐标和动量变换，在去掉系统哈密顿量耦合项的基础上，采用试探函数方法求得了质量和频率均随时间

变化且具有耦合的两谐振子的严格波函数 )
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# > 引 言

多年来，出于基础理论和现代实验研究的要求，

含时谐振子系统的量子行为已被广泛研究并取得可

喜成果 ) 该系统的特点是其哈密顿量显含时间，具
体可体现在谐振子的质量或频率随时间变化，或者

体现在谐振子所受的阻尼系数或所处的外场随时间

变化［#—#"］) 最近有人研究了多维耦合受迫量子谐振
子的问题［#*］，并明确指出多维耦合受迫量子谐振子

的理论是求解复杂系统的理论基础，在量子理论的

诸多领域（如原子与分子物理、固体物理、量子场论、

量子统计和量子光学、量子电子学中）都有广泛应

用［#.—#’］) 该系统的特点是其哈密顿量有耦合项存
在 ) 文献［#*］的工作很有意义，它把谐振子的量子
理论研究推进了一步，又为诸多物理学新领域提供

了可靠理论支撑 ) 如何把以上两个特点结合在一起
的系统的研究，至今尚未见报道 ) 鉴于此，本文试图
进一步对质量和频率均随时变化的耦合谐振子的量

子力学问题作仔细研究 )

" > 耦合谐振子的哈密顿量与去耦合

为方便计，仅考虑两个质量和频率均含时的耦

合谐振子系统，其哈密顿量为
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式中"和#分别为坐标和动量的耦合强度，显然欲
直接由（#）式所决定的哈密顿量求解薛定谔方程的
困难是不可想象的 ) 要解决问题，首先得把（#）式中
的两项交叉耦合项去掉 )为此作如下的坐标和动量
变换：
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这里为保证能有效去掉耦合项，令 ##（ $）? #"（ $）

? #（ $），!#（ $）?!"（ $）?!（ $），于是有
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并不难验证
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这样，由（%）式决定的哈密顿量可看成是由两个能沿
用量子力学方法处理的无耦合项的谐振子，不过它

们的质量和频率均含时且不相等 (

/ 0 精确波函数的确定

迄今为止，关于变质量、变频率谐振子的量子精

确求解已有诸如费曼路径积分法、123*456*2427829:
不变量法、含时么正变换法、李代数法、广义线性量

子变换法等多种方法，本文将采用一种比较传统的

尝试函数（又称试探函数）方法来对由（%）式决定的
薛定谔方程进行精确量子力学求解［",—#-］(
为行文方便，（%）式可写成
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（""）和（"#）式对应的薛定谔方程分别为

*&"""’"（$"，"）! ’!"’"（$"，"）； （"/）

*&"""’#（$#，"）! ’!#’#（$#，"）( （";）

经过对标准谐振子，即质量和频率均不变的简单线

性谐振子本征函数和相应薛定谔方程普遍解的结构

特征分析，可尝试把由（"/），（";）式决定的变质量、
变频率谐振子薛定谔方程的精确量子解统一写成如

下形式：
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是一个与时间有关的参数，即(!(（ "），!(（ )）是宗
量为 ) 的厄米多项式，)（$，"）是一个待定函数 ( 这
样’(（)）实际可看成是一个具有单位质量和单位
频率且&取 "的谐振子的本征函数，即
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把（")）和（",）式同时代入（"/）或（";）式，并用（"’）
式，令实部相等可得
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再令虚部相等可得
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为了进一步简化（#-）式，下面考察’(（ )）对空间坐
标 ) 的偏导数，即
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其中用到厄米多项式关系公式
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归一化系数关系式
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由（"’）式可知，这里的归一化系数为
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个关键方程，由它们的自洽性可得
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（’*）式就是决定$（ %）的辅助方程，这是一个很重要
的方程 % 在用 2345675 路径积分方法和 839:;<
=:3;35>3?@不变量方法求解含时薛定谔方程中都要
用到所谓的辅助方程，但遗憾的是均未给出必要的

说明和推导 % 其实它就是这里的（’*）式，从（’*）式
的由来，不难看出它具有一般性 %
从（$/）式可得到待定函数
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式中 &（ %）仅是时间的函数 %把（’"）式代入（"0）式并
利用辅助方程（’*）式可得

’&（ %）! #
&（ %）$

$ " +( )"
$ ， （’$）

于是，

&（ %）!"
%

*

#$

&（ %）$
$ " +( )"

$ @ %A， （’’）

把（’’）式代入（’"）式后再代入（")）式得

"（$，%）! "# $""！""#$! $("
$( )
$

, [3BC ( $$

$$
$ ( (: (&（ %）$

·

$#$
$$

+"
%

*

#
&（ %）$

$ " +( )"
$ @ % ) ]A ， （’&）

（’&）式只是（"’）式与（"&）式的相同形式解，若考虑
到（"’）式和（"&）式中有不同的哈密顿量 (" 和 ($，

则它们对应的精确量子解应是
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这样，根据量子力学理论由（)）式决定的薛定谔方程
的精确解可表为
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考虑到坐标和动量变换（$）式，最后可得到由（"）式
所决定的质量和频率均随时间变化的耦合谐振子的

严格波函数为
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变质量变频率且具有坐标和动量耦合的两个量

子谐振子系统的求解是个难题，因为它既涉及去耦

合问题，又涉及含时薛定谔方程的求解问题 ( 本文

先用一种简单的坐标和动量的代数变换法，把耦合

项去掉，使原系统的哈密顿量在新坐标和新动量空

间呈现出两个独立的变质量变频率谐振子的哈密顿

量 ( 然后，再采用纯数学的尝试函数法，求得了变质
量变频率且具有耦合的谐振子的严格波函数（)%）
式 ( 关于（)%）式的正确性可以按质量恒定、频率变
化，质量变化、频率恒定，质量和频率均恒定，耦合系

数等于零等多种特殊情况进行验证 ( 另外，必须指
出的是，在去耦合时，我们假定了两谐振子的质量、

频率均相等，放弃此条件，如何去耦合、如何求解我

们已另行研究 (

［#］ +,- . +，+/0& . 1 #232 $%&’ ( ()!! ( !" 4#3
［"］ 5/67 8 9 #2:% *+!, $%&’ ( -.# ( #$ #%:)（06 ;<06/=/）［彭恒武

#2:% 物理学报 #$ #%:)］

［4］ ><? + > #2:# *+!, $%&’ ( -.# ( %& #)#%（06 ;<06/=/）［朱如曾

#2:# 物理学报 %& #)#%］

［)］ ;@A/7B,C/ + D，EF&,AA, G H #2:" / ( $%&’ ( E "’ #I)2
［I］ EF&,AA, G H，;@A/7B,C/ + D #2:I $%&’ ( 0)1 ( E %# #2I:
［J］ K< 8 L，1// 8 +，L/@B7/ M N，OP ; Q #2:2 $%&’ ( 0)1 ( E %$

II#I
［3］ R0,6 H 9，L? > S，9,67 9 #22# $%&’ ( ()!! ( E "’! )IJ
［:］ MB?=T@UU 9 H #224 $%&’ ( 0)1 ( ()!! ( !& #2%%
［2］ 5/&B@=, Q E #223 $%&’ ( 0)1 ( E ’’ 4"#2
［#%］ 1067 + 1 "%%# *+!, $%&’ ( -.# ( ’& #)"#（06 ;<06/=/）［凌瑞良

"%%# 物理学报 ’& #)"#］

［##］ 9,67 5，S,67 V W，H@67 V 8 "%%4 *+!, $%&’ ( -.# ( ’# "2I3（06

;<06/=/）［王 平、杨新娥、宋小会 "%%4 物理学报 ’# "2I3］

［#"］ 10 . N，8?,67 ; .，.0,67 > N，8?,67 > 8 "%%I *+!, $%&’ ( -.# (

’( I""（06 ;<06/=/）［厉江帆、黄春佳、姜宗福、黄祖洪 "%%I
物理学报 ’( I""］

［#4］ V? V 9，+/6 M R，10? H S，X@67 S G，><,@ . X "%%J *+!, $%&’ (

-.# ( ’’ I4I（06 ;<06/=/）［徐秀玮、任廷琦、刘姝延、董永绵、

赵继德 "%%J 物理学报 ’’ I4I］

［#)］ 9,67 V Y，S? H V，><,67 S X #22) / ( $%&’ ( E #! JIJ4
［#I］ 9,67 V Y，><,67 S X，5,6 . 9 #22J 2%.# ( $%&’ ( ()!! ( "% )%#
［#J］ YB@Z6 1 H #22# $%&’ ( 0)1 ( ()!! ( )) I"J
［#3］ S/@6 D 8 #2:3 $%&’ ( 0)1 ( E %) I":3
［#:］ 80B@U, + M #234 / ( 3,!% ( $%&’ ( "( :#%
［#2］ ><,67 9 L #22: *+!, 3,!% ( *445 ( -.# ( #" ")2（06 ;<06/=/）［张

卫国 #22: 应用数学学报 #" ")2］

［"%］ 10,67 G 1 "%%" 2655)7) $%&’ ( #" #"

!"#$% &#’( )*+$%,-+ -) %.( $-*/0(1 .#23-+,$ -4$,00#%-2
&,%. %,3(*1(/(+1(+% 3#44 #+1 )2(5*(+$6"

1067 +?0[10,67\ N/67 .06[N?
（8)4,9!:)#! 6; $%&’.+’，2%,#7’%< =#’!.!<!) 6; >)+%#6567&，2%,#7’%< "#II%%，2%.#,）

（+/T/0C/& "J .?A- "%%:；B/C0=/& P,6?=TB0]U B/T/0C/& "% E?7?=U "%%:）

EF=UB,TU
O=067 U</ T@@B&06,U/ ,6& P@P/6U?P UB,6=^@BP,U0@6 U</@B- ,6& U</ UB0,A ^?6TU0@6 P/U</&，U</ /_,TU Z,C/ ^?6TU0@6 @^ U</

T@?]A/& <,BP@60T @=T0AA,U@B Z0U< U0P/[&/]/6&/6U P,== ,6& ^B/‘?/6T- 0= &/B0C/&(

+,-./012：T@?]A/& <,BP@60T @=T0AA,U@B，&/[T@?]A067，T@@B&06,U/ ,6& P@P/6U?P UB,6=^@BP,U0@6，UB0,A ^?6TU0@6
3455：%4JI

"5B@a/TU =?]]@BU/& F- U</ b,U?B,A HT0/6T/ N@?6&,U0@6 @^ .0,67=? 5B@C06T/，;<06,（LB,6U b@( %JD.Y#)%%#）(

\ W[P,0A：ABAc T=A7( /&?( T6

3J#")期 凌瑞良等：质量和频率均含时的耦合谐振子的严格波函数


