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用统一处理几何算符作用的方法及所得的结果，获得了一种完备的面积谱 I并对 J;(37,88的 %,7(=6)8约束中
的欧氏项的作用给出了不同解释与结果 I在图式法处理抓作用中，通过化简，给出了抓任意三重组对任何 ! 顶角作
用的重耦矩阵表式 I用抓作用的移动法，推算出了抓的任意三重组对任意价顶角作用的重耦矩阵的完整、精确的一
般表式 I
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! Q 引 言

面积与体积算符的本征作用与本征值，在量子

正则广义相对论的运动学与动力学中，起中心作用 I
它们不仅在 R=,8<B尺度上给出了空间面积与体积的
量子化离散值［!］，而且对面积与体积是量子化的平

坦空间的描述与构成［"，$］，对黑洞的熵及其表面的面

积量子态与其周围的热力学交换关系的计算［-］，自

旋网的 %,7(=6)8动力学演化［/］，以及面积量子对量
子信息中的量子 S&A(6的解释与可能的纠缠上［0］等
都起着某种关键作用 I面积与体积的表式是由时空
$ T !分解后而得的 $ 维空间!中的 U(37,88 几何
下各自的算式给出；然而，它们各自的量子化算符本

身、使用及结果，文献中却存在着不同 I
对于面积算符而言，存在着其中的圈算符中的

抓是作用在自旋网的腿上［H］，或是抓在腿中的圈线

上［1，O］，两种情况 I另外，还存在一种不涉及抓作用，
而是利用面积算符与自旋网的腿相交时生出的

"#（"）群生成元所构成的 V,?(7(5算子，直接得到面
积本征值［!］I对体积算符而言，也存在着其中的抓三
重组是作用在腿上［H］，或抓在腿中的圈线上［O］，两种

情况 I对于作用在腿上的情况，还存在外腿封闭和外

腿不封闭而抓被等价移动，两种作法［!，H］I当然，由于
体、面积算符本征作用实施方式的不同，所得相应本

征值也不同 I本文通过体积算符对任意阶顶角作用的
化简，得到了全部相应重耦矩阵的表式 I用抓的移动
法，计算了任意抓三重组对任意高价顶角作用时精确

的重耦矩阵 I
此外，本文用统一的将抓作用定义为抓在自旋

网腿中的 W(=?)8圈上的方法，及其得到的面积与体
积本征值谱［!.，!!］，给出其进一步的结果 I即得到了一
种完备的面积本征值谱；同时证明通常的面积算符对

腿的作用，是其特殊情况 I利用得到的体积本征值，计
算出了直接可求得结果的 J;(37,88的 %,7(=6)8约束
欧氏项对 $顶角的作用系数的最终表式 I
我们知道，利用时空作 $ T !分解得到的空间!

中的 "F形式提供量子化面积算符，并在其与自旋网
腿（或圈线）的交点插入群 "#（"）生成元，再利用生
成元构成的 V,?(7(5 算子的方法，可求得面积本征
值［!］I但此方法中并不是利用抓算符参加计算，而是
用与在同一交的两次“抓作用”给出的 V,?(7(5算子
的本征值的直接对应得到结果 I这一结果比较简单，
具有不同的意义，但不是唯一的 I而且同一思路推广
到体积算符本征作用时，由于不出现 "#（"）生成元
的类似情况，这种思路将不能延续下去 I
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若认为体、面积算符中的抓是抓在腿中的

!"#$%&圈上，则对于面积算符的作用，正如文献［’］

指出，应考虑两种类型的抓作用，即（(）) 和（*）

) 对面积算符本征值的贡献 +对体积算符而

言，抓作用则应有如下三种类型：（!）) ，

（"）) ，（#）) +这里指出，文献［,］在

计算面积算符作用时，采用的是抓作用在腿上的方

法；而文献［’］采用的则是抓在腿中的圈线上，但在
计算体积本征值的最后结果时，并未考虑#型作用 +
正如文献［-］中指出，对面积与体积算符的颜色估值
而言，不同的方法将会得到不同的结果 +文献［,］与
文献［’］的结果就不同，本文后面将进一步阐述这一
问题 +
这里将文献［,］中的重耦矩阵（去掉印误后，进

一步）改写为
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上式为更普遍的结果，当 & ) /，$ ) 1，% ) 5时，该式
变为文献［,］（只便于 5价和个别 6价顶角的计算）
中的形式（符号参见文献［,］）+用（-）式求出具体重
耦矩阵后，将其乘以虚数 ’，得到的矩阵将会有本征
值，将其逐个求出后，并记以%（"）

［ &$%］，再利用文献［,］
给出的求 " 顶角体积本征值公式

)（"） ) !
& ) 7，⋯，".1

$ ) %8-，⋯，"./
% ) $8-，⋯，".-

-
-9%
（"）
［ &$%

"
］， （/）

可最后求出体积本征值 +
由（-）式中的 ’: # 记号可知，此种方法只能用来

计算抓三重组（ &$%）中的 &，$，% 是连续分布情况下的
重耦矩阵贡献的体积值 +对于高价顶角，其他三重组
抓法贡献的重耦矩阵，并不能直接求得，这是（-）和

（/）式的局限 +然而按体积算符的定义，所有毗邻高价
顶角腿的任何三重组均应等价地对体积有贡献 +

/ ; 体积算符抓三重组作用图的简化与
重耦矩阵

当抓三重组抓住的腿间有自由腿时，对于高于

6价的顶角，由于直接得不到抓作用图与 ’: # 记号的
对应，故文献［,］中的上述方法不再适用 +本文将推
出一种抓对任意价顶角作用图的化简方法，使抓作

用对应于 ’: # 记号，并将整个图化为对 6 价或更低
价顶角的作用，同时推算出它们的重耦矩阵表式 +为
此将体积算符抓作用的重耦矩阵方程给出如下：

（1）
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下面将就抓三重组（ !，"，#）的不同分布，分别求
出其重耦矩阵 !

!"#" !!" $ #并且 #"!

不失普遍性，若首先考虑 #!$ " #，则（$）式左、
右两端的两个图中的右端分别为

和

（%）

利用重耦理论的约化公式，可将（%）变成

和

（&）

如果 !"’，则（$）式等号两端两个图的左端亦
做类似简化 !
若抓三重组（!，"，#）中的抓 ! 和 # 同时满足 #!$

" #和 !"’，则利用上面的结果，（$）式可被化简为

（(）

此处，内腿颜色 %! " ’ ) &! " ’，%# " # ) &# " # !利用如下公式

（*）

和

（+）

并将它们代入（(）式，得到
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（!）

式中

（"#）

下面对（!）式中的图

（""）

进行估值 $用四面体网和!网进行估值时，可得如下二式：

（"%）

和
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（!"）

将（!#）和（!"）式代入（!!）式，（!!）式变成

（!$）

令（%）中的因子
!"!#!$%! &! & ’!， （!’）

则将（!(），（!$）式和（!’）式代入（%）式，得到此种情况下的重耦矩阵表式为

(（)）*#)# *#)!
（ "#$）+#)# +#)!

&
,! -! ’!

!!

*#)# !# *#)!
+#)# !# +#)!{ }
# # #

* （!+）

式中，,!，-!，’!，!! 均为由颜色决定的可直接求出的固定数值 *

!"!" ! # $或 " # #

当 " & !时，抓作用图（"）变为

（!,）

应用 #-!中的方法，上式可化为
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（!"）

式中，颜色 !" # ! $ #" # ! %仿照 &’!中的计算，并利用其中符号的类似定义，（!"）可写成

$& %& &&

#’#& (’ #’#!
!’#& (’ !’#!{ }
& & &

$ )（*）#’#& #’#!
（ +’"）!’#& !’#!
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式中
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[ ]
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&& $ (+(’("-&， （&)）
而（&)）中的

-& $ -! % （&0）
从而，由（!(）得到此种情况下的重耦矩阵表式为

)（*）#’#& #’#!
（ +’"）!’#& !’#!

$
$& %& &&

!&
$

#’#& (’ #’#!
!’#& (’ !’#!{ }
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% （&1）

另一方面，当 " $ * 时，抓作用图为
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（!"）

与前一情况类似，求得的重耦矩阵的形式为
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! ! !
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不过这里的 (!，)!，*! 和!! 分别由下面的表式给出：
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"#(
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（($）式中的

-! % -$ 1 （(!）

!"#" ! $ %并且 " $ #

此种情况下，（(）式变为

（((）

将（$!）和（$(）式，代入（((）式，可得
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%
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式中
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!! ""（!#，!$，"#）
#
#"#
"（ "#，!!，"$）⋯

% #
#"#&$
"（ "#&$，!#，"#&#）

#
#"#&#

⋯

%"（ "$&’，!$&$，"$&!）
#
#"$&!
"（ "$&!，"$&#，!$）(（!)）

易知，%! 和 &! 分别与（$*）和（$+）相等 (
如上三种化简方法，可以对抓三重组（ ’，#，(）在

被抓住 $ 顶角的外腿之间，有或没有自由腿的各种
情况下，直接求出抓作用的所有重耦矩阵 (这样，可
以得到体积算符的一个完整的谱为

)（$） " !
（ ’#(）

#
#,$
（$）
［ ’#(" ］( （!-）

式中，对（ ’，#，(）的求和（与文献［)］不同）包含了 ).

对 /%〉的 $ 顶角作用时的所有三重组的贡献 (

! 0 抓的移动方法得到的重耦矩阵

利用抓在作用图中的移动，通过图式计算，也可

以得到求任何重耦矩阵的方法 (本文通过推算，给出
这种方法，并求出任意抓三重组（ ’，#，(）对 !，’，1顶
角作用的重耦矩阵的全部具体表式，以及对任意价

顶角作用的精确的一般表式 (
我们首先需要用重耦定理，定义抓的两种移动

*# 和 *$ 如下：

（!+）

（’*）

利用如上两种移动，可以把作用在外腿上的抓，移动到作用图的左端 (

!"#" !价顶角的重耦矩阵

此时抓三重组只有（#，$，!）一种，在抓三重组（#，$，!）作用下，抓三重组的作用将具有如下形式：

（’#）

把上式左侧 !$ 上的抓，!! 上的抓，经如上 *# 和 *$ 诸移动后，（’#）式变为
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（!"）

将上式左侧图的左端的抓作用图用 #$%记号代替，经等号两侧图形约化，并解出上述方程，得 &顶角的
重耦矩阵表式

!（&）（’"&） ( "’ "" "&!
"#)

"& "’ #* )

" "" "{ }
"

!""’
"#)
（+ ’）

"& " "’

#*) "" "{ }
&

#$% "’ #*) "’[ ]
" " "
""’

, （!&）

!"#" $价顶角的重耦矩阵

对于规一化的 !顶角 $!，我们先以抓三重组（’，"，!）为例，计算抓对它的作用 ,这一作用可用下式给出：

（!!）

在（!!）式中，将抓在 "" 上的抓，"! 上的抓移动后，使（!!）式变成

"’ "" "!
"%

#（"’，""，%）#（ %，"&，"!# ）!
"#)

% "’ #*)
" "" "{ }

"

!""’
"#)
（+ ’）

（!-）

式中，左侧中的求和!
#
，是按重耦定理对 !顶角内

腿所有着色进行 ,而右侧也有按矩阵相乘形式的对

指标 # 的求和 ,故方程（!-）的解为
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式中
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. （!/）

其他的重耦矩阵表式，也可类似地求得，现直接

给出如下：
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# %" "—%
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#
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$"% !
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%! # "&
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!##
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""%

"& # "& %
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" # %"

"& % %# "{ }&

’
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# # #
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. （2%）

!"!" #价顶角的重耦矩阵

对于 2 顶角，共有 "% 种抓三重组的作用 .与 !
顶角的重耦矩阵求法类似，现在以三重组（)，!，2）为
例，对归一化的 2顶角 &2 在该抓三重组作用下的重
耦矩阵表式进行计算 .此种情况下，有

（2"）

%) 上的抓，%! 上的抓和 %2 上的抓，完成向左移动后，（2"）式变为

%) %! %2

"#""##

#（%"，%#，#"）#（ #"，%)，##）#（ ##，%!，%2# ）!
$""

## #" "—"
# %) %{ }

)
!# #"
$""
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"!!
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!# # !"
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#

!" # "!

!% ! "# !%{ }
"

（$#）

解出如上方程，得到重耦矩阵为

$（$）!" !#（’&$）#" ##
) %"’ "& "$ !

"!!#!!"!"#!"#!#

*
## #" !—"
# "’ "{ }

’
!# #"
"!"
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"
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#
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!% " # !% !
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"$ # !#

!% # "& "{ }
$

*
!# # !"

!% " "’ !%{ }
#

!" # ""

!% ! "# !%{ }
"

*
+,- !—! !% ! ""[ ]

# # #
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， （$’）

式中

% )
"#""###（""，"#，!"）#（ !"，"’，!#）#（ !#，"&，"$）

"!""!##（""，"#，#"）#（ #"，"’，##）#（ ##，"&，"$$ ）
.

（$&）
现将其余抓三重组作用的重耦矩阵，给出如下：

$（$）!" !#（"#’）#" ##
) %"" "# "’$

!#
##!#!!

#" "" !% !

# "# "{ }
#

!#""
#!!

*
## #" !"
# "’ "{ }

’
!# #"

!"

!" # ""

!% ! "# #{ }
"

*
+,- "" !% ! ""[ ]

# # #
"""

， （$$）

$（$）!" !#（"#&）#" ##
) %"" "# "&!

#!!

#" "" !% !

# "# "{ }
#

!#""
#!!

*
"$ ## !#
# "& "{ }

&
!###

!#

!# # !"
#" "’ #{ }

#

*
!" # ""

!% ! "# #{ }
"

+,- "" !% ! ""[ ]
# # #
"""

，（$/）

$（$）!" !#（"#$）#" ##
) %"" "# "$!

#!!

#" "" !% !

# "# "{ }
#

!#""
#!!
（( "）

*
"$ # !#
## "& "{ }

$

!# # !"
#" "’ #{ }

#

*
!" # ""

!% ! "# #{ }
"

+,- "" !% ! ""[ ]
# # #
"""

，（$0）

$（$）!" !#（"’&）#" ##
) %"" "’ "&!

#!"

## #" !% "

# "’ "{ }
’

!##"
#!"
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!!
"!"

!# $ % !# "

"$ "% #{ }
$

"& #% !%
% "’ "{ }

’
!%#%

!%

!
!% % !$

!# $ "( #{ }
%

!$ % "$

!# " "% !#{ }
$

!
)*+ "$ !# " "$[ ]

% % %
""$

， （&,）

$（&）!$ !%（$(&）#$ #%
- %"$ "( "&!

"!$

#% #$ !# $

% "( "{ }
(

!%#$
"!$

!!
"!"

!# $ % !# "

"$ "% #{ }
$

（. $）
"& % !%
#% "’ "{ }

&

!
!% % !$

!# $ "( #{ }
%

!$ % "$

!# " "% !#{ }
$

!
)*+ "$ !# " "$[ ]

% % %
""$

， （&/）

$（&）!$ !%（$’&）#$ #%
- %"$"’"&!

"!%

"& #% !#%

% "’ "{ }
’

!%#%
"!%

!!
"!$

!#% % !#$

#$ "( #{ }
%

!!
"!"

!#$ % !#"

"$ "% #{ }
$

!（. $）
"& % !%

!#% "’ "{ }
&

!% % !$

!#$ "( !#{ }
%

!
!$ % "$

!#" "% !#{ }
$

)*+ "$ !#" "$[ ]
% % %
""$

，（0"）

$（&）!$ !%（%(’）#$ #%
- %"%"("’!

"!"

#$ "$ !—"
% "% "{ }

%
!%"$
#!"

!!
"!$

#% #$ !#$

% "( "{ }
(

!%#$
"!$

!!
"!"

!#$ % !#"

!—" "% #{ }
%

!
"& #% !%
% "’ "{ }

’
!%#%

!%

!% % !$

!#$ "( #{ }
%

!
!$ % "$

!#" "% !#{ }
$

)*+ !—" !#" "$[ ]
% % %
""$

，（0$）

$（&）!$ !%（%(&）#$ #%
- %"%"("&!

"!"

#$ "$ !—"
% "% "{ }

%
!%"$
#!"

!!
"!$

#% #$ !#$

% "( "{ }
(

!%#$
"!$

!!
"!"

!#$ % !#"

!—" "% #{ }
%

（. $）

!
"& % !%
#% "’ "{ }

&

!% % !$

!#$ "( #{ }
%

!
!$ % "$

!#" "% !#{ }
$

)*+ !—" !#" "$[ ]
% % %
""$

，（0%）

$（&）!$ !%（%’&）#$ #%
- %"%"’"&!

"!"

#$ "$ !—"
% "% "{ }

%
!%"$
#!"

!!
"!%

"& #% !#%

% "’ "{ }
’

!%#%
"!%

!!
"!$

!#% % !#$

#$ "( #{ }
%

!!
"!"

!#$ % !#"

!—" "% #{ }
$

（. $）

!
"& % !%

!#% "’ "{ }
&

!% % !$

!#$ "( !#{ }
%

!
!$ % "$

!#" "% !#{ }
$

)*+ !—" !#" "$[ ]
% % %
""$

1（0(）

!"#" 重耦矩阵的一般表式

为了求出 &顶角重耦矩阵的一般表式，需要知道
移动 ’$ 和 ’% 的一般表式，下面就来讨论这一问题 1
首先给出移动 ’$ 的一般表式 1对于任意三重
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组（ !，"，#）中的抓 $!，显然有 !! ! " % # !$由于 ! %
!时 $ $! 上的抓并不需移动，故有 $! 上的抓被取下

的统一表式

!
&!&! &!#’ ’— !#’

’ $! $[ ]
!

%

! ! % !

"
#’ !#’

&!#! &!#’ ’— !#’

’ $! ${ }
!
"’ &!#’
#’ !#

{
’

! " ! " % # !$

（()）
对于 $" 上的抓，有 ! " " " %，故有该抓被 (! 取下

的统一表式

!
&"#! &"#’ ’* "#’

’ $" $[ ]
"

%"
$’ "#’

&"#! &"#’ ’* "#’

’ $" ${ }
"

"’&"#’
$’ "#’

! " " " % $ （(+）

对于 $# 上的抓，也有在移动 (! 下的统一表式

!
&##! &##’ ’##’
’ $# $[ ]

#

%
"
’##’

&##! &##’ ’##’
’ $# ${ }

#
"’&##’

’##’

"’$%
$%

% # ! # % %
{

$
’ " # " %

（((）
其次，给出移动 (’ 的一般表式 $对于 $! 上的

抓，当其被 (! 取下后，而被 (’ 移动时，有统一表式

%
!#!

) % ’

’—)#! ’ ’—)#’

&)#! $) &)#
[ ]

!

%%
!#!

) % ’
"
#’)#’

’—)#! ’ ’—)#’

&)#’ $) &)#
{ }

!

! , ’$ （(-）

对于 $" 上的抓，当其被 (! 取下后，而被 (’ 向左移

动时，有统一表式

%
"#!

* % ’

’* *#! ’ ’* *#’

（ &’—）*#’ $* （ &’—）*#







!

%%
"#!

* % ’
"
$’ *#’

’* *#! ’ ’* *#’

（ &’—）*#’ $* （ &’—）*#
{ }

!

" , ’， （(.）
式中

（ &’—）*#’ %
&*#’ * , ! & !，

’— *#’ * ! ! & !{
，

（ &’—）*#! %
&*#! * , ! # !，

’— *#! * ! ! #{ ! $
对于 $# 上的抓，则用于一般重耦矩阵的 (’ 的统一

表式为

%
##!

+ % ’

’+#! ’ ’+#’

（ & ’*）+#’ $+ （ & ’*）+#
[ ]

!

%%
##!

+ % ’

’+#! ’ ’+#’

（ & ’*）+#’ $+ （ & ’*）+#
[ ]

!

# , ’， （(/）
式中

（ & ’*）+#’ %
&+#’ + , " & !，

’* +#’ * ! " & !{
，

（ & ’*）+#! %
&+#! + , " # !，

’* +#! + ! " #
{ ! $

并且各内腿颜色 ’ 为裸指标 $

应用（()）—（(/）式，可求得体积算符 ,0对规一
化 % 顶角作用的重耦矩阵一般表式为

-（%）’!⋯ ’%#1
（ !"#）&!⋯ &%#1

%
#&!
，⋯，#&%#1

$（$!，$’，’!）$（ ’!，$1，’’）$（ ’’，$)，’1）⋯$（ ’%#1，$%#!，$%）

#’!
，⋯，#’%#1

$（$!，$’，&!）$（ &!，$1，&’）$（ &’，$)，&1）⋯$（ &%#1，$%#!，$%( )）
!2’

$!$"$#

3!
&!#! &!#’ ’— !#’

’ $! $[ ]
!
%
!#!

) % ’

’—)#! ’ ’—)#’

&)#’ $) &)#
[ ]

!

3!
&"#! &"#’ ’* "#’

’ $" $[ ]
"
%
"#!

* % ’

’* *#! ’ ’* *#’

（ &’—）*#’ $* （ &’—）*#







!

3!
&##! &##’ ’##’
’ $# $[ ]

#
%
##!

+ % ’

’+#! ’ ’+#’

（ & ’*）+#’ $+ （ & ’*）+#
[ ]

!
%
%#’

+ % ##!
%’+

&( )
+

456 ’—7 ’* 7 $![ ]
’ ’ ’
!$!

$ （-7）
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任何 ! 顶角，在任何抓三重组（ "，#，$）作用下的重
耦矩阵，可用上式直接算出，它是个一般表式（文献

［!］中给出的有关结果疏漏过多，无法使用）"这种方
法得到的重耦矩阵表式，不含有 #$ % 记号，亦可用
（%&）式得到完整的体积谱 "

’ ( 抓作用统一表述得到的完备面积谱

将抓作用定义为抓在自旋网腿上的图式计算，

为了利用重耦理论公式，须将体积算符中带抓的三

角圈 变成图 "图 在参加抓作用整

体计算时，携带了一个 %顶角（)，)，)）和 %个具有微
长度抓臂的抓 "由于它们的存在，可使抓作用利用
#$ % 记号或移动法完成重耦矩阵的求得 "但这些特性
都是体积算符本身几何定义中所没有的 "
如将抓作用定义为抓在 *+,-./圈上，将不需如

上变形所携带的特性参加作用 "计算是直接来自微
体积和微面积算符的定义，以及圈算符本身 "根据
是，在几何算符微尺度作用图像中，抓直接接触的首

先是圈线，而非整条腿 "并且，这可以实现将体、面积
算符的作用做统一表述 "显然，前种方法将可能给抓
作用计算带进附加信息；而后种将是原本的和自然

的方法 " 01/2.-1曾指出的就是应当用后种方法完成
自旋网在抓作用下的从头到尾的计算［34］" 5.2+--.2在
计算 678+,9./约束时也指出，目前尚缺少这种更完
整的代数方法的直接表式［3:］"按着此想法，文献
［3;］和文献［33］，用这种统一的方法处理体、面积算
符中的抓作用，用一致的算法各自求得了曲面面积

和体积的本征值谱 "在求得面积本征值时，考虑抓对

腿中圈线的作用是（<）、（5）两种类型 "在求体积本
征值时，考虑抓对 ! 顶角毗邻的所有腿中圈线的作
用，并且作用方式有（!）、（"）、（#）三种 "这一面积
和体积本征值的求得，进一步得到了更加简明和深

入的结果（下面将阐述这一问题）"所得的面积本征
值谱为［3;］

&（’）= ();! %， （!3）

这里指出，! 顶角的体积是个顶角不变量，它的完整
体积本征值谱为［33］

)（!） = )>%?) (%;!
*
!

!
+!

" *， （!)）

式中，+!
* 为自旋网!中的任意价顶角 * 经 %顶角展

开 ! =（ ,3，⋯，,! > %）而得的顶角图中所有圈线上的

全部抓法数 "对于 %顶角，有
+*%

= -3 -) -%， （!%）

式中 -3，-)，-% 为三条腿的颜色数 "（!)）式与被抓
住的三条腿是否连续无关，适用于任意 ! 价顶角，
也无需经过重耦矩阵的手续，而是直接得到体积本

征值 "
本节首先用与文献［!］和［3;］不同的，但仍是抓

在圈线上的方法，再次求得（!3），以确证该结果是个
合理的侯选者 "然后，用同样的手段求出面积本征值
的完备谱，再证明（!3）式的结果是其特殊情况 "从而
说明，这种方法将导致进而得到一种完备的面积谱 "

!"#" 求面积本征值谱 "（ #）$ $%& #

我们考虑（<）与（5）两种类型抓作用，将有微面

积算符 &@" 对腿态#
.〉的作用为（符号参阅文献

［!］）：

（!’）

式中 (); = 3:$#+A1B9./ ? /% = 3:$()0,7/CD "引入文献［3;］证
明的结果：面积算符的两个抓对腿中（<）、（5）两种
类型圈线的作用均为本征作用，本征值为 ) "则将面
积分归一后，（!’）式可写成

&@ )
"#

.〉= )>% (’;［)-# .〉E )（-) > -）# .〉］

= )>) (’; -)# .〉，

从而有

&@"#
.〉= )>3 (); -# .〉= (); %# .〉，

即有

&（ %）= (); %， （!4）
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亦即

!（"）! #"#! $ $

（%&）式为得到的面积本征值 $下面将看到，该式将是
更具物理意义的结果的一部分 $

!"#" 完备的面积谱

熟知，如上的面积算符的定义，并不包含对顶

点在微曲面 "!上，而“躺在”"!上的腿的作用 $但我
们发现，用本节的作法，可以得到面积算符对包含有

这种腿在内的自旋网进行作用，从而得到自旋网对

处于任意位形的曲面面积值的完整激发 $

为此，取 ’顶角 ，令微面积 "!交于该 ’顶

角的顶点，并且腿 % 躺在 "!之上 $这样，面积算符对

腿 &，’，% 均以顶点作为交，从而定义面积算符 !( "!

对 ’顶角 的作用为［))］

（%*）

利用 ’顶角在体积算符作用下的圈线走向展开图!，"，#，并按文献［))］实施这里的抓作用的分配，同时，
对上式右侧的三个抓均定义为对腿中圈线有（+）、（,）两种类型作用，通过（%-）式，由（%*）式可得到

式中等号右侧 ". "因子的出现，是由于当 % ! #时，’顶角应退化为一条腿，即有 (&’ ! & ! ’ $为避免（%*）式中
微小面积片与腿重复相交而重复取面积，须乘以 ". ) $又因此式是面积平方算符的作用，故而导致乘以因子
". " $从而得到的完备面积谱由下式给出：

（%%）

易知，当 % ! # 时，此时有 (%& ! (%’ ! #，& ! ’ !

(&’，则（%%）式变成

!（ $）! ".)".) #"# （ ("&’ / ("&’ / " (&’" ）

! ".) #"# & ! #"# $
上式即（%&）式 $从而本文得到的结果是，（%%）式是一
新的完备面积谱，是通常面积谱（%&）式的一种合理
扩充 $

& 0 12345678约束方程中体积算符对 ’
顶角的作用

周知，自旋网仅仅是由与背景无关的量，即自

旋，形成的代数关系来描述 $用自旋网自身的编织，

就是 ’ 维空间 $ 自旋网作为量子态，必须满足
12345678约束（19约束）$自旋网态满足 19约束方程
时，将使其叉生新的 ’顶角和腿，而这是独立于自旋
网本身构成的 ’维空间之外的，这一经历便是时间 $
所以，时空本身是一种动力学组合关系 $目前 19约
束存在不止一种形式，但都得到了使顶角演化，曲面

在时空中叉分的结果 $这是圈量子引力自旋网时空
动力学的核心问题之一 $
在体积算符直接参加作用的 :;4<3288的 19约

束形式中，存在的欧氏项 )* 对自旋网"的作用，已

得到了某些结果［)*］$由于 )* 中存在有体积算符 +(，

某些文献在计算 +(对 ’顶角作用时，将其看成是后
者的消灭算符，从而使约束 )* 对 ’ 顶角的某些作

")"" 物 理 学 报 &=卷



用被视为零 !本节将用文献［""］得到的 #顶角的体
积值不为零的做法，重新执行 !" 的计算 !并证明这
一结果为零并非是体积算符消灭所致 !为此，我们通
过对!进行三角剖分，而得到" !

!"#" 体积算符中的 $%&%’%()对 *顶角的腿的作用
导致 !" 的两个作用为零

为此将!做以微四面体为胞腔的三角剖分 #，
令得到的自旋网为"，任意胞腔微四面体为!!将!
的一顶点 $，以及与 $ 毗邻的!的三条棱取为剖分得
到的自旋网"的相应顶点，以及与该顶点毗邻的三

条腿 ! !$ " 定义在!上的算符将通过!的如下解析图

对"中以 $ 为顶点的 #顶角（ %，&，’）进行作用 !该
作用，不失普通性，将由如下两种形式的表式定义

（去掉 !" 的上标）［"%］：

!$（"）! %，&，’〉

& !$（"）! %，&，’〉

& (#)*+’(
,$$)*

) ,$$*)

* ,$ -+
［,$ )"

-+
，.$( )］

+ %，&，’〉， （,-）
和

!$（*）! %，&，’〉

& !$（*）! %，&，’〉

& (#)*+’( ,$ -+
［,$ )"

-+
，.$］

,$$)*
) ,$$*)( )*

+ %，&，’〉， （,.）

式中，( & *
#

)
/*/
，, 为 01213145，$)* & -)-)* - ) "

* ，.$为微四

面体体积算符 !
将上二式中的反称方括号展开，有

!$（"）! & !$（"）"! 6 !$（"）*! ， （-/）
和

!$（*）! & !$（*）"! 6 !$（*）*! ， （-"）
式中

!$（"）"! %，&，’〉& !$（"）"! %&’〉

& (#)*+’(
,$$)*

) ,$$*)

* ,$ -+
.$,$ )"

-( )
+

+ %，&，’〉， （-*）

!$（"）*! %，&，’〉& !$（"）*! %&’〉

& (#)*+’(
,$$)*

) ,$$*)

* .( )$
+ %，&，’〉， （-#）

!$（*）"! %，&，’〉& !$（*）"! %&’〉

& ) (#)*+’( ,$ -+
.$,$ )"

-+

,$$)*
) ,$$*)( )*

+ %，&，’〉， （-7）

!$（*）*! %，&，’〉& !$（*）*! %&’〉

& (#)*+’( .$
,$$)*

) ,$$*)( )*
+ %，&，’〉， （-8）

下面以与其他文献不同方式，经计算证明（-8）
式、（-#）式的作用为零 !由于每一 # 顶角 %，&，’〉$

对!$!$的作用有如下三种贡献：

故在（-8）式中的反对称$圈定义的%
$!

,$$)*
) ,$$*)

* 对

（’）、（%）、（ &）三种位形的作用中，当%
$与腿 %、&、’

分别合成后［",］，进行对（ ’）、（%）、（&）求和时，这种合
成将被消去 !

现以腿 % 为例，给予证明 !%
$ 对腿 %，将通过

01213145-) 和 - ) "
) 对（ ’）和（&）两种位形进行合成 !易

知，将每一合成的结果求和，可得到如下为零的结果：

（-%）
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对于腿 !，" 也有同样结果 !故得（"#）式为 $!对于（"%）

式，因 #&对 $，!，"〉% 是本征作用，本征值已由（’%）式
求出为常数 $!"，故可同理应用如上证明方法，有（"%）
式为 $!

本文得到的结果是，（"%）与（"#）式为 $与 #&是否

消灭 %顶角无关 !而是!
&对 %顶角 $，!，"〉的作用中，

对位形求和后，自行相消的结果 !即该二式表示的
()*+,-./约束欧氏项对 %顶角作用中，有下式存在

!
& $，!，"〉0!

&（ $，!，"〉（ "） 1 $，!，"〉$

1 $，!，"〉（ !））

0 $， （"’）
据上述结果，我们有

&&（2）! 0 &&（2）2! ，&&
（3）
! 0 &&（3）2!

!"#" 用体积算符对 $ 顶角作用的本征值直接给出
!" 的作用系数

由!提供的 &’ 对 %顶角 $，!，"〉的不为零的
独立作用，应是（"3）和（"4）式 !
在（"3）式中，将封闭成圈的图的迹 56去掉后，

可得

&&（2）2! $，!，"〉0 &&（2）2!（ $，!，"〉（ "） 1 $，!，"〉（ $） 1 $，!，"〉（ !））

0 (")*+（!
&,& -+

#&,& 72
-+
）（ $，!，"〉（ "） 1 $，!，"〉（ $） 1 $，!，"〉（ !））! （""）

#83828 计算 &&（2）2! $，!，"〉（ "）

（""）式中，,& 7 2
-+
与位形（ "）的合成，由下式给出

（"9）

式中，#1（ "）0 2，#7（ "）0 7 "
" 1 2 !利用（’3）式，得 #&对上式的作用为

（9$）

上式左侧的图与 :.,./.*;,& 7 2
-+
相乘后，得到右侧

的图 !故该图中带有小腿（颜色为 2）的顶角将经受 .#
的作用 !若认为此顶角为 %顶角，且认为 .# 对其作用
为零，则将得到该 ()*+,-./约束的全部作用皆为零
的结果 !为避免此情况发生，通常文献将此顶角当作
4顶角［2<］! .# 对其作用，采用对 4 顶角作用充当 !但
用认为抓三元组不抓在小腿上的方式，计算重耦矩

阵 !即抓三元组只抓在右图 中

的虚线圈的外侧 !然而这与得到这种作法时，为了使
抓作用对应 9= * 记号，必须使小腿（加长）也与其他
腿一样参加封闭的处理（见文献［4］、［’］），不一致 !
本文利用（’3）式的结果，避免了这一种情况（即，它
就是个 %顶角，这与 (=约束作用后产生的是 %顶角
叉分动力学演化相一致）!并可用来探讨体、面积算
符统一描述的后果 !

!
&对（9$）式中右图的作用，经计算为
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（!"）

最后得到

（!#）

式中，作用系数

!（"）"#!!"! $ #
!$ %"

#& ’
# $%（ & (!$ ）’"（ &，!）("（$，!—；%，!)，&）， （!’）

这里，"# 为颜色为 $ 和 % 的两只腿组成的二元组，而

（!*）

("（$，!—；%，!)；&）$"!!（$）""!（%）
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!

! " "
# # ， 若!— ! $ %，!& ! $ %，

"（" " ! $ #）（# $ ! $ "）
’ #（% $ "） ， 若!— ! " %，!& ! $ %，

（! " " $ #）（# $ ! $ "）
’ #（% $ !） ， 若!— ! $ %，!& ! " %，

（! " "）（! $ " " #）（# $ ! $ " $ #）
( #（% $ !）（% $ "） ， 若!— ! " %%，!& ! "













 % )

（*+）

令

则（*#）式可写成

$,（%）%! !，"，#〉（ #） !
# %&-
. !
"!，#!! /%

$（%）’("!#!)
,

*’(!!
!，"，#〉（ #）) （*0）

+1#1#1 计算 $,（#）%! !，"，#〉（ #）

在（(’）式中，有

（*2）

+, ,-
.,对（*2）式的作用为
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（!"）

现在定义作用系数

（!!）

则由（!"）式，有

（#$$）

总括如上结果，得到微四面体!上定义的 !" 对!顶角和棱构成的自旋网的总作用为

!%（ #）
! $，%，&〉&

’ #’$
( !()" *（ +）

!
#!，$!& )#

［!（ #）
()#!$!

,% +()#!$!
$，%，&〉（ &） （ # & #，’） （#$#）

式中，*（ +）为毗邻顶角 + 的腿二元组的集合 *

由（!(）和（!!）式知，作用系数 !# 和 !’ 的区

别，仅在于!贡献的 ( 顶角体积值的区别 *由于和
文献［#+］不同，本文体积值不需通过重耦矩阵的间

接渠道，从而避免了相应计算由于无法得到数值结

果而中断；而是本文的体积值直接出现在（!+）和
（#$$）式之中，故该结果更便于用来研究四面体!中
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的体积的颜色估值，! 顶角动力学演化生成的曲面
叉分，以及自旋泡沫跃迁间的关系的直接计算 "

# $ 小 结

在抓三重组是作用在连续分布的三条腿的情况

下，（%）式给出的是体积算符对任意 ! 顶角作用的
重耦矩阵的更一般表式 "当抓三重组对毗邻 ! 顶角
的腿的作用可连续亦可不连续分布时，（%）式不能直
接使用 "本文通过化简得到的重耦矩阵表式，可方便
地用于任意抓三重组对任意价顶角作用的计算 "同
时，抓的移动法也是种用于此种情况下的计算方式，

算出的重耦矩阵（&’）式是精确可用的 "这两种方法
的作用与文献［&］不同，可通过本文给出的（!(）式，
求得 ! 顶角贡献的完整体积谱 "
对于 )*+,-./0约束的作用，本文除用不同方法

证明了 "# 的 1 种作用中有两种为零外，还避免了

所得的作用系数表式 "（ $）
% 中仍存在（不是最后结果

的）重耦矩阵，仍需视具体情况进一步求体积本征

值，才能达到最后结果的状况，而使（23）、（22）式成
为 45,6+*00的 )*+,-./0约束欧氏项 "# 作用的本身

不需再计算的最后结果，并便于直接应用于其他

场核 "
面积和体积本征值，在一些文献中常被提及与

使用，而本文利用的这两种本征值谱，其作用机制是

统一的，且具有直接可得到结果的优点 "特别是对于
体积本征值，不需经过重耦矩阵!其本征值!它们
贡献的体积值的途径求得 "也与抓三重组抓住的三
条腿是否连续无关 "由于只利用 7/,88/0括号与双元
恒等式，而不需利用图式计算，同时已证明它是 !顶
角展开不变的，故这种方法带来的是更加贴近空间

量子化的原本信息 "而将已有面积谱（&3）式作为特例
的完备面积谱（&&）式的求得，是如上这种统一描述几
何算符作用的方法带来的更有启发意义的新结果 "

［%］ 9/:6--, ; <’’1 &’(!)’* +,(%$)-（%8. 6=）（;*+>?,=@6：;*+>?,=@6

A0,:6?8,.B 7?688）C!’
［<］ 45,6+*00 4 <’’# .!),/0’1)$/! )/ 2/03,! 4(!/!$1(5 &’(!)’* +3!3,(5

635()$%$)-（%8. 6=）（;*+>?,=@6：;*+>?,=@6 A0,:6?8,.B 7?688）C&(
［!］ D5*/ E，D5*/ F，D5*/ ; G，H/=* ) <’’& 71)( 89-: " ;$! " !" %<&%
（,0 ;5,0686）［邵 丹、邵 亮、邵常贵、H/=* ) <’’&物理学报

!" %<&%］

［1］ 9/:6--, ; <’’1 89-: " 63% " <3)) " ## !<((
［3］ I/?,88/: 9 <’’% 89-: " 63% " E !! #’22
［#］ J,KK, 7 L <’’% G60" 96-*. " G?*:" $$ %!’3
［&］ E6 7,6.?, 9，9/:6--, ; %22# 89-: " 63% " E !% <##1
［(］ 9/:6--, ;，D+/-,0 F %22’ =’15 " 89-: " I $$& (’
［2］ 9/:6--, ;，D+/-,0 F <’’% =’15 " 89-: " I %%’ 32!
［%’］ D5*/ E，D5*/ F，D5* ; G，;560 M )，N* O ; <’’3 71)( 89-: "

;$! " !% 1312（,0 ;5,0686）［邵 丹、邵 亮、邵常贵、陈贻汉、

马为川 <’’3 物理学报 !% 1312］

［%%］ D5*/ F，D5*/ E，D5*/ ; G，J5*0@ J P <’’# 71)( 89-: " ;$! " !!

3#!&（,0 ;5,0686）［邵 亮、邵 丹、邵常贵、张祖全 <’’#物理

学报 !! 3#!&］

［%<］ L-6Q*0=?/ ; <’’3 > " 89-: " ’% %
［%!］ L-6R866: L，7/-BS5?/0*R/8 L 7，D+6=>TSR N <’’’ 89-: " <3)) " I

!#% <2#
［%1］ G/U? G，D*066.* V <’’1 45(:: " &’(!)’* +,(% " ’& !1’3
［%3］ 760?/86 9 %2&2 ?93 43!),(5 8,/@,(**3 /A ?B$:)/, ?93/,-（%8. 6=）

（ADL：W-86:,6? 7?688）C!#
［%#］ I/?,8/: 9，E6 7,6.?, 9，9/:6--, ; %22& 45(:: " &’(!)’* +,(% " &%

<&2!
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