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以厄米*双曲余弦*高斯（+*,-.）光束为例，对 +*,-. 光束通过大气湍流传输时的束宽扩展和角扩展做了详细

研究 /用相对束宽和相对角扩展代替束宽和角扩展来研究湍流对光束影响的灵敏程度 /研究表明，折射率结构常数

!&
" 越小，光束束宽扩展和角扩展越小 /有较大阶数 #，"，较小参数!$ 和束腰宽度 $$ +*,-. 光束的角扩展受湍流

影响较小 /当传输距离足够远时，这一结论对 +*,-. 光束的束宽扩展也成立 /当传输距离不长时，对 +*,-. 光束相

对束宽随!$ 和 $$ 的变化规律做了分析 /用数值计算例做了说明，并对结果的正确性做了物理解释 /厄米*高斯，双

曲余弦高斯和高斯光束在大气湍流中的扩展可作为 +*,-. 光束的特例来处理 /
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# ? 引 言

激光在湍流大气中的传输是一个有重要理论和

实际应用的研究课题［#，&］/由于在随机介质中光传输

问题的复杂性，常需使用简化的物理模型，繁冗的数

值模拟也难以与实验结果做严格的定量比较 /然而，

理论研究得到的结果对实际应用有重要指导作用 /
文献中对不同类型的激光在湍流大气中的传输已做

了广泛的研究［(—#&］/例如完全相干高斯光束、厄米高

斯（+*.）光束、拉盖尔高斯光束、厄米*正弦类*高斯

光束，包括厄米*双曲余弦*高斯（+*,-.）光束、厄米*
双曲正弦*高斯光束、厄米*余弦*高斯光束、厄米*正
弦*高斯光束、余弦高斯、双曲余弦高斯（,-.）光束

等，部分相干光，典型例为高斯*谢尔模型光束 /理论

研究和实验表明［0，#(］，部分相干光较完全相干光受

湍流的影响要小，尽管空间相干性越差，在自由空间

中束宽扩展越大 /在激光传输中，除了束宽扩展外还

会出现角扩展 /由于束宽和发散角是两个不同但相

互有联系的物理概念，因而束宽扩展和角扩展的物

理含义也不同但有联系 /
本文以 +*,-. 光束为例，对湍流大气中光束束

宽扩展和角扩展进行详细的比较研究 /给出了解析

公式和典型数值计算例，说明湍流大气中 +*,-. 光

束参数（光束阶数 #，"，束腰宽度 $$，双曲余弦部

分参数!$）变化对束宽扩展和角扩展的影响，并对

所得结果作了合理的物理解释 / +*,-. 是一类有较

广泛代表性的光束，+*.，,-. 和高斯光束都可作为

+*,-. 光束的特例处理 /文中对 +*.，,-. 和高斯光

束在湍流大气中的束宽扩展和角扩展问题也做了分

析和说明 /本文所得结果深化了对湍流大气中光束

扩展问题的认识，对激光在湍流大气中传输的光束

束宽和角扩展控制及相关应用有实际意义 /

& ? 理 论

+*,-. 光束在入射面 % @ $ 处的场分布为［#$，#%］
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式中 $$ 为高斯部分的束腰宽度，!$ 为与双曲余弦

部分有关的参数，!#（"’，"( ）为在 % @ $ 面的二维

位置矢量，+#（·），+"（·）分别为 # 和 " 阶厄米多

项式 /
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由（!）式得到 "#$%& 光束在 ! ’ ( 面的交叉谱

密度函数 "（!!，!)，! ’ (）为
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由广义惠更斯# 菲涅耳原理［!4］，在 ! 面处 "#$%& 光

束的交叉谱密度函数为
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式中 9·: # 表示系综统计平均，#表示复共轭 3 对

9·: # 项使用 ;<=1> 相位结构函数的平方近似表

示为［!?］
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这里!( ’（(A4@4))
&() !）. 8B4 为球面波在湍流大气中

传输的相关长度，其中 ))
& 为大气折射率结构常数 3

（@）式对强湍流和弱湍流情况都适用［!C］3
将（)）和（@）式代入（8）式，并令

!5! ’!5) ’!5 ，

! ’!) /!!

) ，
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得到 ! 处 "#$%& 光束的平均光强表达式
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光束的均方根束宽定义为［4，?］
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由于 -( 不随 ! 的变化而变化，故可表示为
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式中 D(
% 表示指数为%，( 的关联拉盖尔多项式 3

将（4）式代入（F）式，并利用积分公式［!E］
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将 %’&中 $ 与 ’ 互换可得到 %’(；将 %"& 中 $ 换成 ’
得到 %"( )

将（+），（’,）式代入（-）式，得到 ./012 光束在湍

流大气中的均方根束宽为
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（’7）式等号右边 )’ 8)$ 和 )" #" 8)$ 项表示光束在自

由空间中衍射引起束宽的展宽，而 ), #’78* 项是由于

大气湍流引起的光束扩展 )在（"$）式中令 )"
’ ( $，得

到 ./012 光束在自由空间中的束宽公式
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为直观描述光束抗拒湍流扩展的能力，引入相

对束宽 )相对束宽定义为 ./012 光束在湍流大气中

传输的束宽与同一 ./012 光束在自由空间传输的

束宽之比，即
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"（#）3456 8"（#）?599越小，湍流引起光束扩展就越小 )因此，

可用 "（#）3456 8"（#）?599定量比较光束参数（光束阶数 $，

’，参数!$，束腰宽度 "$）变化时，与自由空间比较，在

湍流大气中光束束宽扩展受湍流影响的大小 )
由（’7）式和角扩展定义［’=］得到 ./012 光束在

湍流大气中的角扩展公式
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’ ( $，得到 ./012 光束在自由空间中的角扩展

公式
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类似地，引入相对角扩展
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用以定量比较光束参数变化时在湍流大气中光束角

扩展受湍流影响的大小 )
（’7）和（",）式是较为普遍的解析结果，下面给

出三个重要的特例 )
当!$ ( $ 时，（’7）和（",）式化为 ./2 在湍流大

气中的均方根束宽和角扩展公式
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当 $ ( ’ ( $ 时，（’7）和（",）式化为 012 光束在湍流大气中的均方根束宽和角扩展公式
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当 & % % % ’，!’ % ’ 时，（(1）和（&7）式化为高斯

光束在湍流大气中的均方根束宽和角扩展公式

!（"）!"#$ % (
& !&

’ ) &
#& !&

’
"& ) .（’/0.0$&

%）120 #&20 "!
(120，

（7’）

"4,!"#$ % &
#& !&

’
) .（’/0.0$&

%）120 #&20 "!
120 5 （7(）

7/ 89:;< 光束在湍流大气中的束宽扩

展和角扩展

图 ( 为在 " % 0 和 &0 => 处 89:;< 光束束宽

!（ "）!"#$和相对束宽 !（ "）!"#$ 2!（ "）?#** 随大气折射率

结构常数 $&
% 的变化 5 光束在自由空间中的束宽

!（ "）?#**与 $&
% 无关 5由图 ( 可见，$&

% 越大，光束在湍

流大 气 中 的 束 宽 !（ "）!"#$ 和 相 对 束 宽 !（ "）!"#$ 2
!（ "）?#**越大，束宽扩展受到湍流的影响也越大 5 此

外，!（ "）!"#$和 !（ "）!"#$ 2!（ "）?#**随传输距离 " 的增加

而增大 5这些结论也可直接从（(1）和（&&）式得出 5

图 ( 不同传输距离处 89:;< 光束束宽和相对束宽随大气折射

率结构常数 $&
% 的变化 计算参数为 & % % % (，!’ % & @>，!’

% 0’ >- (

图 & 为在 " % &，0 和 &0 => 处 89:;< 光束在湍

流大气和自由空间中传输时，光束束宽 !（ "）!"#$ 和

!（ "）?#**和相对束宽 !（ "）!"#$ 2!（ "）?#**随阶数 &，% 的

图 & 89:;< 光束束宽和相对束宽随光束阶数 &，% 的变化 计

算参数为 !’ % & @>，!’ % 0’ >- (，$&
% % 0 A (’ - (0>- &27 5（B）" %

& =>，（$）" % 0 =>，（@）" % &0 =>
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变化 !由图 " 可见，!，" 越大，光束的束宽 #（ $）#$%&

和#（ $）’%(( 越大，相对束宽 #（ $）#$%& )#（ $）’%(( 越小，即

光束阶数越大，束宽扩展受到湍流的影响越小 !
图 * 为在 $ + ,，- 和 "- ./ 处 01234 光束束宽

和相对束宽随参数!5 的变化 !由图 * 可知，在不同

图 * 01234 光束束宽和相对束宽随参数!5 的变化 计算参

数为 ! + " + ,，#5 + " 6/，%"
" + - 7 ,5 8 ,-/8 ")* !（9）$ + , ./，（&）

$ + - ./，（6）$ + "- ./

的传输距离 $ 处，随着!5 的增加，束宽扩展受湍流

影响不同 !在传输距离较小（例如 $ + , ./）时，束宽

#（ $）#$%& 和 #（ $）’%(( 随!5 的增加而增加，相对束宽

#（ $）#$%& )#（ $）’%((随!5 的增加而减小，即!5 越大的

01234 光束的束宽扩展受湍流影响越小，如图 *（9）

所示 !随着传输距离 $ 的增加（例如 $ + - ./），束宽

#（ $）#$%&和 #（ $）’%((随!5 的增加不再单调的变化，表

现为先减小后增加，而相对束宽为先增加后减小，如

图 *（&）所示 !当!5 + ,5: /8 , 时 #（ $）#$%& )#（ $）’%(( +
,;*5，束宽扩展受湍流影响最大 !在 $ + "- ./ 处，!5

越大，束宽 #（ $）#$%&和 #（ $）’%((越小，相对束宽越大，

如图 *（6）所示 !这意味着!5 越大，01234 光束的束

宽扩展受湍流影响就越大 ! 对所得结果作如下物理

解释：由（,<）—（,:）式可知，随!5 的增加，%, )%5 为

单调增加，%" $" )%5 为单调减小 !当传输距离 $ 较小

时，与 %" $" )%5 相比，%, )%5 占主导地位，束宽随着

!5 的增加而增加，束宽扩展受湍流影响随着!5 的

增加而减小 !随着传输距离的增加，如 $ + - ./ 时，

%" $" )%5 对束宽的影响增加，光束的束宽由 %" $" )%5

和 %, )%5 共同决定 !因此随!5 的增加，束宽先减小

后增加，束宽扩展受湍流影响先增加后减小，束宽扩

展受湍流影响最大值时的!5 值由
=

=!5

%,

%5
>
%"

%5
$( )"

+ 5 决定 ! 当传输距离足够大 时，与 %, )%5 相 比，

%" $" )%5 占主导地位，束宽随!5 的增加而减小，束

宽扩展受湍流的影响随!5 的增加而增加，与图 *
（6）的结果一致 !

图 ? 为在 $ + ,，- 和 "- ./ 处 01234 光束束宽

和相对束宽随束腰宽度 #5 的变化 !由图 ?（9）和（&）

可见，在传输距离 $ 不是足够大时，随束腰宽度 #5

的增加，束宽 #（ $）#$%&和 #（ $）’%((先减小后增加，束宽

扩展受湍流的影响先增加后减小 ! 当 $ + "- ./ 时

（图 ?（6）），#5 越大，#（ $）#$%&和 #（ $）’%((越小，束宽扩

展受湍流影响越大 !图 ?（9）与图 *（9）不同的原因如

下：虽然 %, )%5 也随 #5 增加而单调增加，%" $" )%5

随 #5 增加而单调减小，但当 #5!5 时，%, )%5!5，

因此传输距离 $ 较小时，与 %" $" )%5 相比，%, )%5 也

不占主导地位，束宽由 %, )%5 和 %" $" )%5 共同决定 !
束 宽 扩 展 受 湍 流 影 响 最 大 时 的 #5 值 由

=
=#5

%,

%5
>
%"

%5
$( )" + 5 决定 ! 从图 ?（9）和（&）可以看

出，在 $ + , 和 - ./ 处，当束腰宽度 #5 为 ,;@ 和
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图 ! "#$%& 光束束宽扩展和相对束宽扩展随束腰宽度 !’ 的变

化 计算参数为 " ( # ( )，!’ ( *’ +, )，$-
# ( * . )’ , )*+, -/0 1

（2）% ( ) 3+，（4）% ( * 3+，（5）% ( -* 3+

-67 5+ 时相对束宽分别取最大值 !（ %）89:4 /!（ %）;:<< (
)6’)，)60= 1当传输距离足够远时，如 % ( -* 3+ 处，

与 $) /$’ 相比 $- %- /$’ 占主导地位，相对束宽随 !’

的增加而增加，即 !’ 越小的 "#$%& 光束的束宽扩

展受湍流影响越小，如图 !（5）所示 1
图 * 为在 % ( -* 和 0’ 3+ 处 "#$%& 光束在大气

湍流中传输时光束角扩展">?89:4和相对角扩展">?89:4 /

">?;:<<随大气折射率结构常数 $-
# 的变化 1 光束在自

由空间的角扩展">?;:<< 与 $-
# 和 % 无关 1 由图 * 可以

看出，$-
# 越大，光束在湍流中的角扩展">?89:4和相对

角扩展">?89:4 /">?;:<< 越大，角扩展受到湍流的影响越

大 1此外，">?89:4和">?89:4 /">?;:<<随传输距离 % 的增加而

增大 1这是（-0）和（-*）式的直接结果 1

图 * 不同传输距离处 "#$%& 光束角扩展和相对角扩展随大气

折射率结构常数 $-
# 的变化 计算参数为 " ( # ( )，!’ ( - 5+，

!’ ( *’ +, )

图 = 为在 % ( -* 3+ 处 "#$%& 光束分别在湍流

大气和自由空间中传输时光束角扩展">?89:4，">?;:<<和

相对角扩展">?89:4 /">?;:<< 随阶数 "，# 的变化 1 由图 =
可以看出 "，# 越大，光束的角扩展">?89:4，">?;:<< 越

大，相对角扩展">?89:4 /">?;:<<越小，即光束的阶数 "，#
越大，光束角扩展受到湍流的影响越小 1

图 @ 为在 % ( -* 3+ 处 "#$%& 光束分别在湍流

大气和自由空间中传输时光束角扩展">?89:4，">?;:<<和

相对角扩展">?89:4 /">?;:<<随参数!’ 的变化 1由图 @ 可

以看出，!’ 越大，光束的角扩展">?89:4，">?;:<<越小，相

对角扩展">?89:4 /">?;:<< 越大，即光束的!’ 越大，光束

角扩展受到湍流的影响越大 1
图 A 为在 % ( -* 3+ 处 "#$%& 光束分别在湍流

大气和自由空间中传输时光束角扩展">?89:4，">?;:<<和

相对角扩展">?89:4 /">?;:<<随束腰宽度 !’ 的变化 1由图

A 可以看出，!’ 越大，光束的角扩展">?89:4，">?;:<< 越

小，相对角扩展">?89:4 /">?;:<<越大，即 !’ 越大，光束角
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图 ! "#$%& 光束角扩展和相对角扩展随阶数 !，" 的变化 计

算参数 为 # ’ () *+， $, ’ ( -+，!, ’ ), +. /， %(
" ’ ) 0

/, . /)+. (12

图 3 "#$%& 光束角扩展和相对角扩展随参数!, 的变化 计

算参数为 # ’ () *+，! ’ " ’ /，$, ’ ( -+，%(
" ’ ) 0 /, . /)+. (12

扩展受到湍流的影响越大 4 比较图 (（-）、图 !、图 2
（-）、图 3、图 5（-）和图 6 可以发现，当光束传输足够

远时，束宽和角扩展随光束参数的变化趋势一致 4其
原因是当光束传输足够远，（/!）式中第一项 %/ 1%,

远小于第二项 %( #( 1%, 和第三项 %2 #/!1) 4 当 %/ 1%,

项可忽略时，束宽定义（/!）式和角扩展定义（(2）式

在 # 取常数时随光束参数 !，"，!, 和 $, 的变化趋

势是一致的 4
研究表明，对于 "#& 光束和高斯光束，光束阶

数 !，"，束腰宽度 $,，高斯光束的束腰宽度变化

时，与自由空间比较，在湍流大气中的束宽扩展和角

扩展受湍流影响与 "#$%& 光束是一致的 4例如对于

图 6 "#$%& 光束角扩展和相对角扩展束腰宽度 $, 的变化 计

算参数为 ! ’ " ’ /，!/ ’ ), +. /，%(
" ’ ) 0 /, . /)+. (12

"#$%& 光束，阶数 !，" 越大，参数!, 和束腰宽度

$, 越小，角扩展受湍流影响越小；阶数 !，" 越大，

束宽扩展受湍流影响越小 4传输距离不太远时，随着

束腰宽度的增加，束宽扩展受湍流影响先增加后减

小，当光束传输足够远，束腰宽度 $, 越小，束宽扩

展受湍流影响越小 4但对 $%& 光束，则不完全相同 4

5 7 $%& 光束在湍流大气中的束宽扩展

和角扩展

图 8 为在 # ’ /，) 和 () *+ 处 $%& 光束束宽和

相对束宽随!, 的变化 4由图 8 可知，在不同的传输

距离 # 处，随!, 的增加，光束束宽扩展受湍流影响

不同 4在传输距离较小（ # ’ / *+）时，束宽 $（ #）9:;<和

$（ #）=;>> 随!, 的增加而增加，相对束宽随!, 的增

加而减小，如图 8（?）所示 4 随着传输距离 # 的增加

（如 # ’ )，() *+），束宽 $（ #）9:;<和 $（ #）=;>>随!, 的增

加不再单调地增加，表现为先减小后增加，相对束宽

先增加后减小，如图 8（<），（-）所示 4其原因如下：对

于 $%& 光束，随!, 的增加，%/ 1%, 单调增加，%( #( 1
%, 则为先减小后增加而不是单调减小 4因此当传输

距离足够远时（如在 # ’ () *+ 处），与 %( #( 1%, 相比

较，%/ 1%, 影响很小，束宽 $（ #）9:;< 和 $（ #）=;>> 随!,

的增 加 仍 然 为 先 减 小 后 增 加，这 与 "#$%& 光 束

不同 4
图 /, 为在 # ’ () *+ 处 $%& 光束分别在湍流大

气和自由空间中传输时，角扩展"@A9:;<，"@A=;>> 和相对

角扩展"@A9:;< 1"@A=;>>随 $% 参数!, 的变化 4由图 /, 可
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图 ! "#$ 光束束宽和相对束宽随参数!% 的变化 计算参数

为 !% & ’ ()，"’
# & * + ,% - ,*)- ’./ 0（1）$ & , 2)，（3）$ & * 2)，（(）

$ & ’* 2)

以看到，随着!% 的增大，角扩展"456783，"4598:: 先减小

后增加，相对角扩展"456783 ."4598::先增加后减小，即随

!% 的增加，光束角扩展受到湍流的影响先增加后减

小，其变化趋势与图 !（(）一致 0

图 ,% "#$ 光束角扩展和相对角扩展随参数!% 的变化 计算

参数为 $ & ’* 2)，!% & ’ ()，"’
# & * + ,% - ,*)- ’./

* ; 结 论

本文以 <="#$ 光束为例，对大气湍流中光束的

束宽扩展和角扩展做了详细的比较研究 0与文献［*，

>，’%］中使用束宽和角扩展不同，本文使用了相对束

宽和相对角扩展来比较光束抗拒湍流影响的能力，

其主要优点是从相对束宽和相对角扩展随光束参数

变化的曲线可直观和定量地比较当光束参数变化时

束宽和角扩展对湍流影响的灵敏程度 0 特别是当束

宽扩展和角扩展随光束参数非单调变化时，使用相

对束宽和相对角扩展来研究问题更显示出其优点 0
数值计算和分析表明：折射率结构常数 "’

# 越小，光

束束宽和角扩展越小 0 <="#$ 光束的阶数 %，# 越

大，参数!% 越小和束腰宽度 !% 越小，角扩展受湍

流影响越小 0 阶数 %，# 越大的 <="#$ 光束的束宽

扩展受湍流影响越小 0 !（ $）6783 .!（ $）98::随参数!% 和

束腰宽度 !% 变化比较复杂，在一定传输距离内为

非单调变化 0 但当传输距离较短时，参数!% 越大，

<="#$ 光束的束宽扩展受湍流影响越小 0 当传输距

离足够长时，!% 和 !% 越小的 <="#$ 光束束宽扩展

受湍流影响越小 0湍流大气中光束束宽扩展和角扩

展有区别，其物理原因在于束宽公式中自由空间衍

射引起扩展有两项（", ."% ? "’ $’ ."%），而在角扩展

公式中自由空间衍射引起扩展仅有一项（"’ ."% ），

二者又有联系是因为在公式中又都含有衍射引起的

扩展项和湍流引起的扩展项 0仅当传输距离足够远，

当 ", ."%! "’ $’ ."% 时，束宽扩展和角扩展随光束
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参数变化趋势才一致 !一般而言，湍流对光束扩展的

影响都可用自由空间中存在的光束初始扩展越大，

光束扩展受湍流影响就越小来解释 !对非单调变化

情况，可从 !（ "）"#$%和!&’"#$%的解析公式出发，对所得

结果给出合理的物理解释 ! ()*，+,* 和高斯光束在

湍流大气中的扩展可作为 ()+,* 光束的特例来处

理 !
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