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利用相干态正交化展开法，得到了一维 *+,-./01 模型基态能量的解析表达式 2为了便于比较，将系统的基态试

探波函数逐级展开到三级近似，计算了不同格点、不同耦合强度下的基态能量，在展开到 & 级近似时，所得结果与

数值计算一致 2
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! @ 引 言

近年来，人们对电子与定域声子相互作用而形

成小极化子的问题产生兴趣，原因是它与巨磁电阻、

高温超导以及高聚物材料、生命科学中 ABC 研究等

有着密切的关系 2 人们利用描述小极化子系统的

*+,-./01 模型［!］成功地处理了与上述有关的一些问

题，并取得很多有意义的结果［#—!D］2由于一维无限格

点的 *+,-./01 模型至今没有找到精确解，所以发展

了很多近似的解析方法和数值计算方法 2近似的解

析方法如弱耦合展开（E4FG）方法［&］和强耦合展开

（H4FG）方法［D］，它们均不能给出中间耦合区的正确

物理 图 像 2 数 值 计 算 方 法 有 精 确 对 角 化 方 法［(］

（5A）、密 度 矩 阵 重 正 化 群 方 法［$］（AIJK）、量 子

I+1./ 489,+（LI4）方法［)］等 2本文给出一种相干态正

交化展开方法，是一种能逐级提高近似程度的较好

方法，为了比较其结果，我们将系统的基态试探波函

数展开到相干态的 & 级近似，得到的一维分子晶体

基态的能量期待值逐级降低明显 2

# @ 极化子的基态能量和波函数

一维系统 *+,-./01 模型的哈密顿量为［!］
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其中 $#（ $ O
# ）和 %#（% O

# ）分别是 E8110/9 表象下格点

坐标 # 上的（不考虑自旋）费米子（电子）和玻色子

（声子）的湮没（产生）算符 2（!）式等号右端第一项是

电子在格点间的跃迁（=+PP01Q）能量，" 是裸的跃迁

积分；第二项是声子能量；第三项是电子与单声子的

相互作用项 2因为研究的是单电子，所以电子的自旋

自由度不起作用，为简单起见，在本文中取如下的单

位："M ’ M !（’ 是晶格常数）2
在文献［!!—!(］中，考虑系统的基态波函数是

相干态，已取得许多好的结果，但由于 *+,-./01 模型

的基态并不是相干态，所以这样通过变分法得到的

基态能量比其他方法得到的基态能量要高，普遍形

式的基态试探波函数可以设为
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其中"# ，!# ，##! ，$#!$，%#!$% ，⋯为待定的变分参数 * 容

易验证（(）式中的每一项均是相互正交的，因此我们

将这种展开方法称为相干态正交化展开方法 *
由（(）式可得其内积为
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将（(）式代入（’）式，得到基态能量期待值的普遍表

达式为
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（.）式比较复杂，无法按文献［’.］中用变分方法

来计算，因此用模拟退火方法计算，即根据能量期待

值最小来确定"# ，!# ，##! ，$#!$，%#!$% ，⋯，由于下标 !，

$，%，⋯具有置换对称性，因此独立的变分参数将

大为减少 *（,）和（.）式中已经考虑了脚标 !，$，%，

⋯等的置换对称性 *
若用 * 表示格点数，表 ’ 和表 ( 给出了不同耦

合强度、不同格点数对应的基态能量 *

表 ’ &+ ’，( + ’，) + ’ 时，不同格点数 )，’，(，, 级修正对应的基态能量

* ( , . / 0

) 级修正 & (1.2222222 & (1,,,,,,,,, & (1(.2222222 & (1’2222222 & (1’000000.

’ 级修正 & (1/23)40(’ & (1.2,/3)(,( & (1./.)324), & (1.,/(/(,2 & (1.(.,).((

( 级修正 & (10)42)20/ & (1/’’.,)0,/ & (1.422(,’/0 & (1.03(43/3 & (1.0,,332(

, 级修正 & (10)2’’’(. & (1/’.)2/0/. & (1.3.’4../( & (1.4,2../, & (1.4)’420/

表 ( &+ ’，( + ’，) "+ ( 时，不同格点数 )，’，(，, 级修正对应的基态能量

* ( , . / 0

) 级修正 & (122222222 (1000000000 & (1/)))))))’ & (1.))))))’ & (1,,,,,,,,

’ 级修正 & ,1’2(/3(.) & (1240)044.. & (133420(’.3 & (13.’.0()( & (13’’22((’

( 级修正 & ,1(,)4(/.( & ,1).)4.’0(4 & (124000.4,4 & (12/)))(’/ & (12,0’’./,

, 级修正 & ,1(.’’4(’, & ,1)0’2,23/2 ,1))4((4/30 & (1233’23,0 & (123)4)23/

为了便于比较，表 ’ 和表 ( 中列出了将基态试

探波函数展开到 ) 级、’ 级、( 级和 , 级时基态能量

的计算结果，我们看到基态能量随波函数近似级次

的增加，能量逐渐降低 * 当格点数 * + 0，& + ’，( +
’，) + ’ 时，文 献［’0］给 出 的 数 值 计 算 结 果 为 &
(1.4’，我们 , 级近似计算的结果 & (1.4)’3，与之相

差 )1),5 *当格点数 * + 0，& + ’，( + ’，) "+ (时，文

献［4］给出的数值计算结果为 & (1222，我们 , 级近

似计算的结果 & (123)4’，与之相差 )105 *

从表 ’ 可知，对于弱耦合和中间耦合区情形，我

们的计算结果与文献［’0］给出的结果，几乎完全相

同 *从表 ( 可知，在强耦合区，我们的 , 级近似计算

结果也非常接近数值解，如果要提高计算精确度，只

需增加波函数的近似级次即可 *
在上述计算中可以看到，较高计算的精确度需

要计算到较高的近似级次 * 如果我们将基态的试探

波函数（(）式中的变分参数!! 修正为与电子格点坐

标相关的!#! ，只需计算到 ( 级近似就可以得到很精
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确的结果 !

!〉"!
!
"#

!" $
! %&’!

#
#!#$ $

# ( )
##

#( )!# *〉

$!
!
" $
!!

#
$!#（$ $

% (#!# ）

+ %&’!
#
#!#$ $

# ( )
##

#( )!# *〉

$!
!
" $
!!

#&
%!#&（$ $

% (#!# ）（$ $
& (#!&）

+ %&’!
#
#!#$ $

# ( )
##

#( )!# *〉

$!
!
" $
!!

#&
&!#&’（$ $

# (#!# ）（$ $
& (#!&）

+（$ $
’ (#!’）%&’!

#
#!#$ $

# ( )
##

#( )!# *〉
$ ⋯ （,）

为简单起见，我们取零级展开和二级展开项两

项作为基态的试探波函数

!〉# "!
!
"!" $

! %&’!
#
#!#$ $

# ( )
##

#( )!# *〉

$!
!
" $
!!

#&
%!#&（$ $

# (#!# ）（$ $
& (#!&）

+ %&’!
#
#!#$ $

# ( )
##

#( )!# *〉! （-）

（-）式的内积为
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其中，变分参数"! ，#!# ，%!#& 根据能量期待值最小来

确定，*（ !）" %&’ ( )
#!

.

# " )
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表 1 给出了格点数 . " - 和格点数 . " )* 时，

从弱耦合区到强耦合区与文献［-，)-，)0］的结果

比较 !
从表 1 可以看出，当基态的试探波函数采用（-）

式展开到 # 级近似时，基态能量进一步降低，这充分

说明了相干态正交化展开方法是一种系统改善计算

精确度的好方法 !尽管只计算到 # 级近似，对于弱耦

表 1 # 级近似时，不同参量对应的基态能量与文献［-，)-，)0］结果的比较

参量取值 . " -，’" )，) " )，- " ) . " -，’" )，) " )，- "" # . " )*，’" *2.，) " )，- "" *2. *2, . " )*，’" .，) " )，- " .

基态能量
( #2.0*,/ ( #23//-. ( #2*-)#3 ( ,2*)333

( #2.0)［)-］ ( #233//1［-］ ( #2*-)1*［)0］ ( ,2*#3/,［)0］

合情形，我们的计算结果与文献［-，)-，)0］给出的结

果几乎完全一致，在中间耦合区相差约 *214，在强

耦合区相差约 *2#4 ! 因此，如果要提高计算精确

度，只需增加波函数的近似级次即可 !

1 2 结 论

本文 运 用 相 干 态 正 交 化 展 开 法 研 究 一 维

56789%:; 极化子，这是一种能系统提高计算精确度的

近似计算方法，同时给出了展开到无穷阶的解析表

达式 !通过对不同格点数、不同耦合强度基态能量的

计算，发现基态能量随着展开级次的提高呈单调下

降，并逐渐趋于稳定 ! 因此无论在任何耦合情况下，

随着将试探波函数展开到更高级次，就能得到越来

越精确的基态能量 !这说明相干态正交化展开方法

是研究电声相互作用的一种非常有效的方法 !
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