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基于动力学重整化群理论研究表面界面生长动力学标度奇异性问题，得到含时空关联噪声的表面生长方程

标度奇异指数的一般结果，并将此方法应用于几种典型的局域生长方程———()*+)*,-)*./.,01)23（(-0）方程、线性生

长方程、4).,5)/ 6)*7),8.99).2（458）方程 :结果表明，在长波长极限下局域生长方程的动力学标度奇异性与最相关

项、基底维数以及噪声有关，并且若出现标度奇异性，只会是超粗化（/;<=* *>;31）奇异标度行为，而不是内禀

（.2?*.2/.@)99A）奇异标度行为 :
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# K 引 言

近年来，表面界面在远离平衡状态下的粗化生

长问题受到越来越多地关注，研究其生长机理和规

律对于研究许多重要的物理现象（如晶体生长、肿瘤

生长、流体在多孔介质中的浸入等）有着十分重要的

实际意义［#—C］:在动力学标度理论中，表面界面的标

度行为通常可以用总的表面宽度（有时也称为粗糙

度）!（ "，#）的标度性质来表示的 : !（ "，#）的定

义为

!（"，#）L #
""

〈# !
［$（!，#）I$$ 4（ #）］"〉#M"，

式中 " 表示生长系统的横向尺度，$（!，#）为 # 时刻

! 处表面的生长高度，$$ 4（ #）L #
""# !

$（!，#）表示

在 # 时刻表面的平均生长高度，〈⋯〉表示对噪声的

统计平均 : N)7.9A,8.@/=O［C］ 提出当生长表面具有标

准的自仿射结构时，!（"，#）满足动力学标度规律

!（"，#）L "!%（ # M"!M"），这里!是粗化指数，"是生

长指数，& L!M"是动力学指数 :标度函数 %（’）具有

渐进行为 %（’）P ’!M &（当 ’ % $ 时）和 %（’）P
@>2/?（当 ’ % Q 时），所 以 系 统 总 的 表 面 宽 度

!（"，#）具有渐进行为

!（"，#）P
#"， # & "& ，

"!， # ’ "&{
，

（#）

"& 称为系统的特征时间 :
近来研究发现，非自仿射标度性或奇异标度性

也广泛存在于表面界面的粗化生长过程中［D—#’］:当
表面界面粗化生长不满足 N)7.9A,8.@/=O 自仿射标

度，呈现所谓奇异标度性质，即整个表面的标度性质

和局域标度的性质不相同 :当出现奇异标度时，局域

表面宽度 (（ )，#）要由下列标度关系替代：

(（ )，#）P *（"，#" ）L #"%+（ ) M ##M & ）， （"）

其中 *（ )，#）L〈［$（! R )，#）I $（!，#）］"〉为高度差

涨落关联函数 :奇异标度函数

%+（’）P
’!9>@ ， ’ & #，

@>2/?， ’ ’
{ # :

（E）

由（"）和（E）式得

*（ )，#）P
#""， # & )& ，
#"#)"!9>@ ， # ’ )&{

，
（’）

其中# L" I!9>@ M &，!9>@ 为局域粗糙度指数 : 当!(
!9>@则出现奇异标度，而当!L!9>@时（’）式就恢复到

自仿射的 N)7.9A,8.@/=O 正常标度关系［##—#’］: 对于奇

异标度行为，!9>@ L # 时为超粗化奇异标度行为，!9>@

S # 时为内禀奇异标度行为［#"］:
4T<=H 等人［#B］认为，表面界面的奇异动力学标

度行为是由局域倾斜度相对应的生长表面的表面宽
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度决定 !局域倾斜度 ! "

!

"，那么 ! 的整体表面宽

度值可以记作

#!（ $）#〈!$〉%&$ ! （’）

局域倾斜度生长表面应满足正常标度性质

#!（%，$）#
$!， $ ! &’( ，
&’"， $ " &’({

，
（(）

’"，’( 和!分别表示相应的粗糙度指数、动力学指数

和生长指数 !当 ’") *，!) * 对应于表面生长的奇异

标度行为，而当 ’"+ *，!+ * 对应于表面生长的正常

标度行为，符合 ,-./0123/4567 标度律 !

$ !含时空关联噪声的生长方程的标度

奇异性理论

表面界面粗化生长过程可以用相应的 8-9:6;/9
类型的连续性动力学方程来描述 ! 对于 8-9:6;/9 类

型生长方程，是符合 ,-./0123/4567 标度正常标度，还

是呈 现 奇 异 标 度 行 为，是 人 们 所 关 注 的 问 题 !
<69=54>60 和 ,-./01［%(］提出了一种对 8-9:6;/9 类型方

程的直接标度分析方法 ! 唐刚等曾将该方法推广应

用到几种典型的生长方程的标度讨论中，得到了令

人满意的结果［%?—%@］!我们也利用此方法分析了含核

生长方程（:ABC=> 76A960 6DE-=/B9）的标度行为，结果与

动力学重整化群理论所得结果符合［$*，$%］! 8FG6H［%’］将

直接标度方法推广到标度奇异性的分析，其结果与

数值模拟结果一致 ! 最近 8FG6H 等人［$$］提出了动力

学生长方程标度奇异性分析的动力学重整化群理

论，并应用该理论分别对守恒和非守恒情况下生长

动力学方程的标度奇异性进行分析，对导致方程呈

现奇异动力学标度行为的微观物理机理进行了探

讨，得到了十分合理的结果，但由于其未能考虑到

噪声对于标度行为影响，因而讨论问题具有一定局

限性 !研究发现在表面生长过程中，其噪声除随机白

噪声外，在某些情况下噪声会呈现出趋向性 !通过各

种不同实验得到的标度指数进行分析［$I—$(］，发现噪

声会影响标度指数，从而形成一族普适类 !虽然关联

噪声的起源还没有完全了解，但是，它已经成功地

应用于相关实验的解释，如金刚石薄膜生长［$?］等 !
因此，我们在讨论标度奇异性时，考虑了时空关联噪

声对于标度指数的影响 ! 本文主要利用动力学重整

化群理论，给出含时空关联噪声的动力学生长方程

的奇异标度指数，讨论了标度奇异性条件 !在此基础

上，将此方法成功用于具体生长方程，所得结果既符

合直接标度分析方法得到的结果［%’］，又与蒙特卡罗

方法 模 拟 含 时 空 关 联 噪 声 的 标 度 奇 异 性 讨 论

符合［$J］!
对于表面界面生长过程，相应动力学方程为［$$］

"" &"$ " )（

!

"）K#（!，$）， （?）

式中函数 )（

!

"）定义一个包括相关对称性和守恒

律的实际生长模型，这里#（!，$）是时空关联噪声 !
则#（!，$）满足

〈#（!，$）·#（!L ，$L）〉

" $* M ! N !L M $$N + M $ N $L M $%N%， （J）

式中的 * 表示噪声的幅度值，+ 是基底维数，$，%
是噪声衰减因子 !对方程（?）两边作用算符

!

，则有

关局域倾斜度的演化动力学方程为［$$］

"! &"$ "

!

)（!）K

!

#（!，$）， （@）

式中 !（!，$）可以看作一个新的生长表面，且生长

过程守恒 ! 对方程（@）进行分析得到平均局域倾斜

度的标度性质，就能判断出方程（?）所表示的连续

性动力学方程是否具有奇异标度性了 !
将 )（!）按幂函数进行展开，展开式中可能有

几项，但在长波长极限下，其标度行为由最相关项来

决定，对于最相关项的表达式可以统一写作［$$］

)（!）# , N -!. （- # *，. # %）! （%*）

对方程（@）进行自仿射标度变换 !$ !,，$$ $,’( ，!

$!,’" !可得速度项、最相关项和守恒噪声项的标度

变换关系"!
"$ # ,’"N ’("!

"$ ，

!

)（ !）# ,’". N（- K %）

!

)（ !），

!

#（!，$）# ,$K N + N ’(
$ N % K ’(%

!

#（ !，$）! 利用动力学重整

化群理论，在出现标度行为区域内，重新标度后上面

三项应同等关联，在此基础上解方程组得

’" " - K $$ K $%（- K %）N + N %
$. K（$% N %）（. N %）

，

! " $%（- K %）K - K $$ N + N %
$（- K .）N（$$ N +）（. N %）

! （%%）

对特定动力学生长方程，如果能够确定出其相

应的 - 和 . 值，就可通过（%%）式确定其动力学标度

奇异性 !当 ’") *，!) *，即 + + $%（- K %）K - K $$N
% 对应于表面生长的奇异标度行为，当 ’" + *，!+ *，

即 + ) $%（ - K %）K - K $$N % 对应于表面生长的正

常标度行为，符合 ,-./0123/4567 标度律 !可以断定含

时空关联噪声的生长方程在长波长极限下的标度性

质由噪声衰减因子%，$，最相关项，以及基底维数 +
共同决定 !下面我们利用（%%）式讨论具体生长方程

的标度奇异性 !
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! " 含 时 空 关 联 噪 声 的 #$%&$%’($%)*)’
+,$-.（#(+）方程标度奇异性分析

#$%&$%，($%)*) 和 +,$-.［/0］仔细分析表面界面动

力学生长过程后，考虑到侧向生长（即局域的垂直生

长）的贡献，在动力学方程中引入低阶的非线性项，

则表面生长方程就可以用以下方程来描述，这就是

著名的 #(+ 方程

!! 1!" 2!

"

/! 3 "/（

"

!）/ 3#（!，"），（4/）

式中，#（!，"）若为时空关联噪声，满足（5）式 "

对于 #(+方程 #（

"

!）2!

"

/! 3"/（

"

!）/，分析

表明，在标度区域，#（

"

!）中最相关项为非线性项

"
/（

"

!）/［46］，对该项进行空间尺寸的标度变换 ! !

!$ 则"/（

"

!）/ !"/ $7（

"

!）/ 与（47）式对比得 % 2

7，& 2 / 代入（44）式可得

’$ 2 /% 3 /& 8 ( 8 4
! 3 /&

，

’ 2 /& 3 /% 8 ( 8 4
9 8 /% 3 ( "

（4!）

我们知道 ’$ : 7，’: 7 对应于表面生长的奇异标度

行为 " 对于含时空关联噪声的 #(+ 方程，当 ( ; /%
3 /&8 4 时，方程表现为奇异标度行为，反之，则表

面生长符合正常标度行为 "对于 #(+ 方程利用直接

标度分析方法［40］或动力学重整化群理论［!7］得到$

2 /%3 9&8 ( 3 /
! 3 /&

，) 2 9 8 /%3 (
! 3 /&

，根据$<=> 2() 8 )’

2$8 )’，得$<=> 2 4 "因此，当 ( ; /%3 /&8 4 时，#(+
方程表现为超粗化奇异标度行为 "

对含白噪声（&2 7，%2 7）的 #(+ 方程

’$ 2 8 ( 8 4
! ，’ 2 8 ( 8 4

9 3 ( ， （49）

只有当 ( ; 8 4 时，才会表现为奇异标度行为 " 因

此，在长波长极限条件下含白噪声的 #(+ 方程符合

?$@)<A’B)>*CD 正常标度关系 " 这一结果和夏辉等［!4］

使用直接标度分析方法得到的结果符合 "

9 " 含时空关联噪声的线性生长方程标

度奇异性分析

线性生长方程为

!! 1!" 2（8 4）)34!

"

/) ! 3#（!，"）， （4E）

这里)是大于或等于 4 的整数 "当) 2 4，上式变为

F&G$%&*’H)<D)-*=-（FH）方程［!/］"当) 2 /，上式变为

著 名 的 IJ<<)-*’H=<K’B)<<$)- 方 程［!!］" IJ<<)-*’H=<K’
B)<<$)- 方程已经引起多方关注，可以很好地描述许

多实验 "例如，L) 在 L)（444）基底的外延生长［!9］，在

室温下 (M 在玻璃上溅射过程［!E］"虽然还没有发现)
"! 与具体实验的关系，但它能帮助人们了解局域

表面高度涨落对于表面超粗化的影响 "因此线性生

长方程的研究是非常有价值的［!6］"
对于线性生长方程 #（

"

!）2（8 4）)34!

"

/) !，

对该项进行空间尺寸的标度变换 ! ! !$，则（ 8
4）)34!

"

/) ! !（8 4）)34!

"

/)84（

"

!）!（8 4）)34 $48/)

!

"

/)84（

"

!）与（47）式对比得 % 2 /) 8 4，& 2 4代

入（44）式可得

’$ 2 /) 3 /% 3 9&) 8 ( 8 /
/

’ 2 9&) 3 /) 3 /% 8 ( 8 /
9)

"
（46）

对于含时空关联噪声的线性生长方程，当 ( ; /%3
/)3 9)&8 / 时，方程表现为奇异标度行为 "利用标

度 分 析 方 法 得 到 对 于 线 性 生 长 方 程 $ 2
/) 3 /%3 9&) 8 (

/ ，) 2 /)（/) 3 /%3 9&) 8 ( 8 /）
9&) 3 /) 3 /%8 ( 8 / ，

由$<=> 2$8 )’，得$<=> 2 4，因此，我们得到当 ( ; /%
3 /) 3 9)&8 / 时，方程表现为超粗化奇异标度行

为，此结论与文献［/5，!6］结果符合 "
对于含白噪声（&2 7，%2 7）的线性生长方程

’$ 2 /) 8 ( 8 /
/ ，

’ 2 /) 8 ( 8 /
9)

，

（4N）

当 ( ; /) 8 / 时，’$ : 7，’ : 7 含白噪声的线性生长

方程会出现超粗化奇异标度行为 "特殊地，当) 2 4
时，线性生长方程变为 FH 方程，出现奇异标度行为

的条件为 ( ; 4，因此 FH 方程所描述的是正常标度

行为 "当) 2 / 时，线性生长方程变为 IJ<<)-*’H=<K’
B)<<$)- 方程，出现奇异标度行为的条件变为 ( ; /"
当 ( 2 4 时，对于 IJ<<)-*’H=<K’B)<<$)- 方程利用（4N）

式得 ’$2 41/，’2 415 与 OPQCR 分析 4 3 4 维生长动力

学方程所得结果一致［4E］"

E " 含时空关联噪声的 O$)’S$* L$%@$’
B)<<$)-（OSB）方程标度奇异性分析

OSB 方程是 O$) 等人［!N］为研究外延生长过程

中，生长表面高度的涨落行为而提出来的，方程通常
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表示为

!! !!" " #

"

$［!

"

$! %"!$（

"

!）$］%#（!，"），

（&’）

这里!是扩散系数，#（ !，"）是噪声，用来表示生长

过程中的随机性 (研究表明，)*+ 方程可以用来描述

外延生长过程中几种离散生长模型的涨落行为 (噪
声项也是时空关联噪声符合（’）式 ( )*+ 方程的局域

倾斜度表面的演化方程为

#（

"

!）" #

"

$［!

"

$ ! %"!$（

"

!）$］( （&,）

对于 )*+ 方程，分析表明，在标度区域中最相关项

为非线性项 #"!$

"

$（

"

!）$，这是由于在空间尺度足

够大的情况下，非线性项的作用将要超过扩散项成

为动力学演化的主导项［ &- ］( 对非线性项进行空间

尺寸标度变换 !! !$，有 #"!$

"

$（

"

!）$! #"!$$ # $

"

$（

"

!）$ 将上式与（&.）式对比发现，% " $，& " $ 代

入（&&）式可得

’$ " & % $% % -& # (
$& % /

! " -& % & % $% # (
’ # $% % ( (

（$.）

当 ( 0 $%% $&% & 时，含时空关联噪声的 )*+ 方程

表现为奇异标度行为，利用直接标度分析方法［&1］或

动力学重整化群理论［/1］对于 )*+ 方程进行分析可

得$ " $%% ’&# ( % 2
/ % $&

，) " ’ # $%% (
/ % $&

，代入$345 "$

# )!，得$345 " & (因此，当 ( 0 $%% $&% & 时，)*+ 方

程表现为超粗化奇异标度行为 (
对于含白噪声的 )*+ 方程&" .，%" .，则

’$ " & # (
/ ，! "（& # (）

（( % ’）
( （$&）

此结 果 和 使 用 直 接 标 度 分 析 方 法 得 到 的 结 果 一

致［/&］(在 ( 0 & 的情况下，’$ 6 .，! 6 .，含白噪声的

)*+ 才会出现奇异标度性质 (故在长波长极限下含

白噪声的 )*+ 方程只会呈现 789:3;<+:5=>? 正常标

度性质，描述的应当是具有自仿射分形标度行为的

分子束外延生长过程 (

- ( 结 论

本文利用动力学重整化群理论，分析了含时空

关联噪声的局域生长方程的动力学标度奇异性质，

得到了含时空关联噪声的表面生长的奇异标度指

数 ’$和!的一般表达式 ( 结果表明，生长方程的动

力学标度性质与基底的维数 (，最相关项，以及噪

声有关 (在此基础上，我们将此结果具体应用于几

种典型局域生长方程———@AB 方程、线性生长方程、

)*+ 方程，结果与使用直接标度分析方法得到的结

果符合，也与数值模拟结果一致 (同时我们发现对于

含时空关联噪声的 @AB 方程，线性生长方程，)*+
方程，在长波长极限条件下，如果出现奇异标度行为

时，只会是超粗化奇异标度行为，而不会出现内禀奇

异粗化行为 (需要说明的是，若要讨论含守恒时空关

联噪声（噪声符合〈#5（!，"）·#5（!C，"C）〉" # $*5

"

$

D ! # !C D $%# ( D " # "C D $&# &）的生长方程的奇异标度行

为，只需将（&&）式进行 (! ( % $ 变换，具体过程与

前述类似，这里就不再赘述 (
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