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　 　 新混沌系统是一种不同于Ｌｏｒｅｎｚ混沌系统、Ｃｈｅｎ混沌系统以及Ｌｉｕ混沌系统的新的三阶连续自治混沌系统．
本文基于波特图的频域近似方法，提出了一种混合型电路单元来近似实现分数阶算子，并设计电路实现了２ ７阶
新混沌系统．基于Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程的系统稳定性判定理论，设计了相应的控制器，实现了对分数阶新混沌系统的
控制．
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１ 引 言
虽然分数阶微积分已有３００多年的历史，但由

于长期没有实际应用背景而发展缓慢．在近几十年
来，分数阶微积分才成为国际上的一个热点研究课
题，并在松弛，振荡，湍流等领域得到了有效的应
用．最近分数阶混沌系统又引起了人们的广泛关注
和极大的兴趣［１—１３］．同时将分数阶微分引入到动力
学系统中，并对分数阶动力系统的混沌特性及其控
制进行研究已成为混沌学研究的一个新课题．在
Ｃｈｕａ’ｓ电路［１］，Ｌｏｒｅｎｚ系统［２］，Ｃｈｅｎ系统［３，４］，Ｌü
系统［５］，Ｌｉｕ系统［６—８］以及Ｒｓｓｌｅｒ混沌和超混沌系
统［９］中，通过计算机数值仿真发现，当系统的阶数
为分数时，系统仍然呈现混沌状态，且更能反映系
统所呈现的物理现象．在对分数阶混沌系统进行研
究的过程中，分数阶非线性动力学系统的混沌控制
是研究的重点也是难点．无论相关文献的数量还是
分数阶混沌系统的控制方法，目前都还较少，还处
于研究的初期，因此这一领域将会有更广阔的发展
空间．

本文首先利用分数阶微积分理论，基于波特图
的频域近似方法，提出了混合型电路单元来近似实
现分数阶算子，并设计电路实现了２ ７阶新混沌系
统．利用数值仿真和电路实验证明了混合型电路单
元实现分数阶算子的可行性．最后，基于Ｌｙａｐｕｎｏｖ

方程的系统稳定性判定理论，设计了相应的反馈控
制器，实现了对分数阶新混沌系统的控制．数值仿
真和电路实验的结果证明了该控制方法的有效性．

２．分数阶微分及其近似
　 　 在分数阶微积分的定义中，最为常用的是
ＲｉｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ（ＲＬ）定义，其数学表达式如下：

ｄα ｆ（ｔ）
ｄｔα

＝ １
Γ（ｎ － α）

ｄｎ

ｄｔｎ∫
ｔ

０

ｆ（τ）
（ｔ － τ）α － ｎ ＋１ ｄτ，（１）

其中Γ（·）为ｇａｍｍａ函数，ｎ － １ ≤ α ＜ ｎ，当考虑
函数ｆ（ｔ）的初始值为零时，（１）式的Ｌａｐｌａｃｅ变换可
表示为

Ｌ ｄ
α ｆ（ｔ）
ｄｔ{ }α ＝ ｓαＬ ｆ（ｔ{ }） ． （２）

　 　 目前，实施分数阶微积分运算的求解方法有多
种，但工程上常用的是时域与复频域转换法．通过
求解复频域的１

ｓα
，得到复频域的展开形式，再将复

频域形式转化为时域形式进行数值求解，文献［１２］
提出了一种波特图的频域近似方法．基于波特图的
频域近似方法，文献［１４］推导出α从０ １到０ ９的
１
ｓα
展开式，在此我们仅采用近似误差只有２ ｄＢ的

１
ｓα
展开式．
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３ 分数阶新混沌系统及其电路实现

３ １ 分数阶新混沌系统

　 　 ２００６年Ｌｉｕ提出了一种新的三阶连续自治混沌
系统［１０］．新混沌系统的数学模型描述如下：

ｄｘ
ｄｔ
＝ ａ（ｚ － ｘ）－ ｙｚ，

ｄｙ
ｄｔ
＝ ｂｙ ＋ ｘｚ，

ｄｚ
ｄｔ
＝ － ｃｚ － ４ｘｙ． （３）

当系统参数ａ ＝ ３ ８ ，ｂ ＝ ２ ５ ，ｃ ＝ ７时，这个新的

三阶连续自治系统是混沌的．
对于分数阶新型混沌系统

ｄαｘ
ｄｔα
＝ ａ（ｚ － ｘ）－ ｙｚ，

ｄαｙ
ｄｔα
＝ ｂｙ ＋ ｘｚ，

ｄα ｚ
ｄｔα
＝ － ｃｚ － ４ｘｙ， （４）

其中０ ＜ α≤ １并且ａ ＝ ３ ８ ，ｂ ＝ ２ ５ ，ｃ ＝ ７ ． 本
文取参数α ＝ ０ ９对分数阶新混沌系统进行研究．
其最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为０ ３７１６，其数值仿真相图如
图１所示．由此可知，２ ７阶分数阶新混沌系统存在
混沌吸引子．

图１　 ２ ７阶新混沌系统的数值仿真相图　 （ａ）ｘｙ ；（ｂ）ｘｚ；（ｃ）ｙｚ

３ ２ 电路实现
　 　 根据电路理论可知，在复频域中，图２中Ａ和Ｂ
之间的等效电路可以实现文献［１４］中α从０ １到
０ ９的１

ｓα
近似式，为了方便，我们称其为混合型电

路单元．

图２　 分数阶１ ／ ｓα 的混合型电路单元

　 　 下面选取α ＝ ０ ９为例来说明混合型电路单元
的设计过程，由文献［１４］可知１

ｓα
的近似式为（近似

误差２ ｄＢ）
１
ｓ０ ９
≈ ２ ２６７５（ｓ ＋ １ ２９２）（ｓ ＋ ２１５ ４）
（ｓ ＋ ０ ０１２９２）（ｓ ＋ ２ １５４）（ｓ ＋ ３５９ ４）． （５）

　 　 当α ＝ ０ ９时，混合型电路单元如图３所示．

图３　 分数阶１ ／ ｓ０ ９ 的混合型电路单元

图３中Ａ和Ｂ之间的传递函数Ｈ（ｓ）为
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Ｈ（ｓ）＝
１
Ｃ３
ｓ２ ＋ Ｒ１ ＋ Ｒ２

Ｒ１Ｒ２Ｃ１Ｃ３
＋
Ｒ２ ＋ Ｒ３
Ｒ２Ｒ３Ｃ２Ｃ

( )
３

ｓ ＋
Ｒ１ ＋ Ｒ２ ＋ Ｒ３
Ｒ１Ｒ２Ｒ３Ｃ１Ｃ２Ｃ３

ｓ３ ＋ Ｒ１ ＋ Ｒ２
Ｒ１Ｒ２Ｃ１

＋
Ｒ２ ＋ Ｒ３
Ｒ２Ｒ３Ｃ２

＋ １
Ｒ３Ｃ

( )
３

ｓ２ ＋
（Ｃ１ ＋ Ｃ２ ＋ Ｃ３）Ｒ１ ＋ （Ｃ２ ＋ Ｃ３）Ｒ２ ＋ Ｃ３Ｒ３

Ｒ１Ｒ２Ｒ３Ｃ１Ｃ２Ｃ３
ｓ ＋ １
Ｒ１Ｒ２Ｒ３Ｃ１Ｃ２Ｃ３

．

（６


）

　 　 将１０ －６Ｈ（ｓ）与（４）式进行比较，可得到图３所
示的混合型电路单元的电阻电容值为Ｒ１ ＝ ６１ ５２３３
ＭΩ，Ｒ２ ＝ １ ５５２２６ ＭΩ，Ｒ３ ＝ ０ ０１５６５１４ ＭΩ，Ｃ１ ＝
０ ５０６１９ μＦ，Ｃ２ ＝ ０ ２９９６２９ μＦ，Ｃ３ ＝ ０ ４４１０１４ μＦ．

同理，当α ＝ ０ １—０ ８ （步长为０ １）时，可以得到
分数阶１

ｓα
混合型电路单元的电阻电容值分别如表

１、表２所示．
表１　 分数阶１

ｓα
混合型电路单元的电阻值（２ ｄＢ）

α Ｒ１ ／ ＭΩ Ｒ２ ／ ＭΩ Ｒ３ ／ ＭΩ Ｒ４ ／ ＭΩ Ｒ５ ／ ＭΩ Ｒ６ ／ ＭΩ

０ １ ０ ６２８６ ０ ３８４５ ０ ５７１８

０ ２ ０ ９９３１ ０ ６６２４ ０ ３８８１ ０ ４６８５

０ ３ １ ５２１０ １ １５８０ ０ ６３１７ ０ ３４７５ ０ ３２４６

０ ４ ２ ４０００ １ ９９４０ １ ０２１０ ０ ４８５５ ０ ２４００ ０ １６９６

０ ５ ４ ０４５０ ３ ３６９０ １ ５４５０ ０ ６３４６ ０ ２６６９ ０ １３９８

０ ６ ７ ４１９０ ５ ４５４０ ２ ０２１０ ０ ６５８２ ０ ２１６３ ０ ０７９８３

０ ７ １４ ８１０ ７ ８４４０ １ ９３９０ ０ ４２５３ ０ ０９３３３ ０ ０２１４９

０ ８ ３１ １００ ７ ７６３０ ０ ８３７７ ０ ０８４４７ ０ ００８５７８

０ ９ ６１ ５２０ １ ５５２０ ０ ０１５６５

表２　 分数阶１
ｓα
混合型电路单元的电容值（２ｄＢ）

α Ｃ１ ／ μＦ Ｃ２ ／ μＦ Ｃ３ ／ μＦ Ｃ４ ／ μＦ Ｃ５ ／ μＦ Ｃ６ ／ μＦ

０ １ １５ ７５０ ０ １５６９ ０ ０００６３１

０ ２ ２８ ６８０ ２ ６７７０ ０ ２７３６ ０ ０１２５９

０ ３ ２４ １００ ４ ３４９０ ０ ９２５８ ０ ２１０９ ０ ０２５１２

０ ４ １６ ３７０ ３ ８８１０ １ １８００ ０ ３７６０ ０ １３０４ ０ ０２８１８

０ ５ ９ ７７８０ ２ ６９４０ １ ０１５０ ０ ４０８８ ０ １８３６ ０ ０６３１０

０ ６ ５ ２０８０ １ ６３１０ ０ ７１６５ ０ ３３６６ ０ １７９３ ０ ０９２６１

０ ７ ２ ４８８０ ０ ９１６０ ０ ４５７１ ０ ２３９２ ０ １４０８ ０ １０６８

０ ８ １ ０９７０ ０ ５０７３ ０ ２８３３ ０ １７２２ ０ １８８４

０ ９ ０ ５０６２ ０ ２９９６ ０ ４４１０

　 根据混合型电路单元，可以设计电路来实现２ ７
阶新混沌系统．由于２ ７阶新混沌系统的状态变量
超出了一般运算放大器和乘法器的电源供应范围，
在电路设计之前，先要做一个简单的线性变换，为
方便电路设计，可以将２ ７阶新混沌系统的方程
写为

ｄ０ ９ ｘ
ｄｔ０ ９

＝ ａ（ｚ － ｘ）－ ４ｙｚ，

ｄ０ ９ ｙ
ｄｔ０ ９

＝ ｂｙ ＋ ４ｘｚ，

ｄ０ ９ ｚ
ｄｔ０ ９

＝ － ｃｚ － １６ｘｙ， （７）
其中ａ ＝ ３ ８，ｂ ＝ ２ ５，ｃ ＝ ７ ．

根据电路理论，可设计出图４所示的电路是实
现（７）式，图中乘法器为ＡＤ６３３（输出系数０ １），运
算放大器ＬＭ７４１．



３期 许　 ?等：基于Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程的分数阶新混沌系统的控制 １５２７　 　

　 　 在复频域中，图４可以表示为
Ｘ（ｓ）
Ｈ（ｓ）＝

Ｒ３
Ｒ２Ｒ５Ｃ０

Ｚ（ｓ）

－
Ｒ７Ｒ３

Ｒ５Ｒ６Ｒ４Ｃ０
Ｘ（ｓ）

－
Ｒ１９Ｒ３

１０Ｒ５Ｒ１８Ｒ１Ｃ０
Ｌ［ｙ（ｔ）ｚ（ｔ）］，

Ｙ（ｓ）
Ｈ（ｓ）＝

Ｒ９
Ｒ１１Ｒ１０Ｃ０

Ｙ（ｓ）

＋
Ｒ９

１０Ｒ１１Ｒ８Ｃ０
Ｌ［ｘ（ｔ）ｚ（ｔ）］，

Ｚ（ｓ）
Ｈ（ｓ）＝ －

Ｒ１４Ｒ１７
Ｒ１３Ｒ１５Ｒ１６Ｃ０

Ｚ（ｓ）

－
Ｒ４Ｒ１９

１０Ｒ１５Ｒ１８Ｒ１２Ｃ０
Ｌ［ｘ（ｔ）ｙ（ｔ）］， （８）

式中Ｈ（ｓ）＝ １
ｓ０ ９
． （７）式与（８）式相比较，取Ｃ０ ＝ １

μＦ，可得
Ｒ１，Ｒ７，Ｒ８，Ｒ１２，Ｒ６ ＝ １ ｋΩ，
Ｒ２ ＝ Ｒ４ ＝ １０ ｋΩ，
Ｒ１０ ＝ １６ ｋΩ，
Ｒ３，Ｒ１６，Ｒ１８ ＝ ３ ８ ｋΩ，
Ｒ５，Ｒ１１，Ｒ１５ ＝ １００ ｋΩ，
Ｒ９，Ｒ１９ ＝ ４ ｋΩ，
Ｒ１３ ＝ ４０ ｋΩ，
Ｒ１４ ＝ １５ ２ ｋΩ，
Ｒ１７ ＝ ７ ｋΩ．

图４　 ２ ７阶新混沌系统电路原理图

　 　 考虑到电路实验中电阻电容的精度，选取Ｒａ ＝
６１ ５ ＭΩ，Ｒｂ ＝ １ ５５ ＭΩ，Ｒｃ ＝ １５ ７ ｋΩ，Ｃａ ＝ ０ ５
μＦ，Ｃｂ ＝ ０ ３ μＦ，Ｃｃ ＝ ０ ４４ μＦ来实现图３所示电

路．利用示波器观察到的混沌吸引子相图如图５所
示，由于电子元器件固有的非理想因素，图１和图５
存在一定的差异．
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图５　 ２ ７阶新混沌系统的电路实验相图　 （ａ）ｘｙ ；（ｂ）ｘｚ；（ｃ）ｙｚ

４ 基于Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程的反馈控制

４ １ 基于Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程判定分数阶混沌系统稳定
的理论

　 　 分数阶线性系统稳定性已经得到了充分的研
究，并且得到了分数阶线性稳定的充分必要条
件［１５，１６］．考虑到一般分数阶混沌系统都可以表示成
如下形式：

ｄαＸ
ｄｔα

＝ Ａ（Ｘ）Ｘ， （９）
式中Ｘ ＝ （ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）为系统的状态变量，Ａ（Ｘ）
为包含变量的系数矩阵．为使分数阶混沌系统（９）
稳定，设计相应的控制项ｕ（ｔ），则受控系统为

ｄαＸ
ｄｔα

＝ Ａ（Ｘ）Ｘ － ｕ（ｔ）＝ Ａ′（Ｘ）Ｘ． （１０）
引理１ 　 对受控分数阶混沌系统（１０），如果系数矩
阵Ａ（Ｘ）的任意特征值λ满足ａｒｇ（λ） ＞ απ２ ，则
受控系统渐进稳定．

对于阶数为α的分数阶系统的稳定性区域如图
６所示．如果系统在平衡点处Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵的所有
特征值在图６所示的稳定区域，则此分数阶微分系
统就是稳定的．然而由于Ａ′（Ｘ）通常含有状态变
量，不便于直接计算其特征值，难以根据特征值直
接判定系统是否稳定．

针对上述问题，文献［１７］提出了基于Ｌｙａｐｕｎｏｖ
方程的分数阶混沌系统（阶数小于１）的稳定判定
方法．

定理１　 对于分数阶受控系统（９），当阶数α ＜
１时，如果控制项ｕ（ｔ）能使分数阶受控系统（９）的
系数矩阵Ａ′（Ｘ）满足Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程，即存在实对称
正定矩阵Ｐ ，半正定矩阵Ｑ，使得方程ＰＡ′（Ｘ）＋

图６　 分数阶系统的稳定区间

（Ａ′（Ｘ））ＨＰ ＝ － Ｑ对于任意的状态变量Ｘ恒成立，
则分数阶受控系统（９）渐进稳定．

证明　 如果矩阵Ａ′（Ｘ）满足Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程，只
需证明Ａ′（Ｘ）的所有特征值实部都不大于零，根据
引理１即可判定分数阶受控系统（１０）稳定．

令λ为Ａ′（Ｘ）的任意一个特征值，则存在非零
向量ε为其对应的特征向量．于是可得

Ａ′（Ｘ）ε ＝ λε． （１１）
　 　 对（１０）式等号两边取其共轭转置得

（Ａ′（Ｘ）ε）Ｔ ＝ 珔λεＨ ． （１２）
　 　 对（１０）式左乘εＨＰ与（１１）式右乘Ｐε相加得

εＨ（ＰＡ′（Ｘ）＋ （Ａ′（Ｘ））ＨＰ）ε
＝（λ ＋ 珔λ）εＨＰε． （１３）

　 　 由于
ＰＡ′（Ｘ）＋ （Ａ′（Ｘ））ＨＰ ＝ － Ｑ， （１４）

其中Ｑ 为半正定矩阵． 可知，矩阵ＰＡ′（Ｘ） ＋
（Ａ′（Ｘ））ＨＰ为半负定矩阵．根据半负定矩阵和正定
矩阵的性质，对任意非零向量ε有

εＨ（ＰＡ′（Ｘ）＋ （Ａ′（Ｘ））ＨＰ）ε
＝ εＨ（－ Ｑ）ε ≤ ０， （１５）
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因为
εＨＰε ＞ ０， （１６）

所以
（λ ＋ 珔λ）＝ ε

Ｈ（－ Ｑ）ε
εＨＰε

≤ ０， （１７）

即系数矩阵Ａ′（Ｘ）的任意特征值λ都满足
ａｒｇ（λ）≥ π

２
＞ απ
２
　 （α ＜ １）． （１８）

根据引理１可知，分数阶受控系统（１０）渐进稳定．

４ ２ 基于Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程的反馈控制器的设计

　 　 对于分数阶混沌系统（４），基于Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程
判定分数阶混沌系统稳定的理论设计控制器，则受
控系统为

ｄαＸ
ｄｔα

＝ Ａ（Ｘ）Ｘ － ｕ（ｔ）

＝
－ ａ ０ ａ － ｙ
０ ｂ ｘ
０ － ４









ｘ － ｃ

ｘ
ｙ









ｚ

－
０ ０ ０
０ ｋ ０
ａ － ｙ － ３ｘ









０

ｘ
ｙ









ｚ

＝
－ ａ ０ ａ － ｙ
０ ｂ － ｋ ｘ

－ （ａ － ｙ）









－ ｘ － ｃ

ｘ
ｙ









ｚ

＝ Ａ′（Ｘ）Ｘ． （１９）
　 　 当ｋ ≥ ｂ时，受控系统（１９）的系数矩阵Ａ′（Ｘ）
满足定理１的条件，故根据定理１可知受控系统
（１９）渐进稳定．

基于Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程判定分数阶混沌系统稳定
的理论，设计控制器．在ｔ ＝ ５０ ｓ时加入控制信号
ｕ（ｔ），其数值仿真结果如图（７）所示．

图７　 基于Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程反馈控制分数阶新混沌系统的状态变量时间波形　 （ａ）ｔｘ；（ｂ）ｔｙ；（ｃ）ｔｚ

４ ３ 基于Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程的反馈控制电路实现
　 　 由于电子元件容许电压的有限性，因此在电路
设计中需将混沌信号减小为原来的１

４
，故该系统

（１９）的控制器应变为

ｕ（ｔ）＝
０ ０ ０
０ ｋ ０

ａ － ４ｙ － １２ｘ









０

ｘ
ｙ









ｚ

． （２０）

　 　 利用电路理论，可以设计出如图８所示的电路
来实现基于Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程的反馈控制器（２０）．由基
本电路理论，可得

Ｒ９Ｒ２３
Ｒ１１Ｒ２０Ｒ２２Ｃ２

＝ ｋ，
Ｒ１４Ｒ２７

Ｒ１５Ｒ２４Ｒ２６Ｃ３
＝ ３ ８，

Ｒ１４
１０Ｒ１５Ｒ２５Ｃ３

＝ １６ ．

图８　 基于Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程反馈控制器的电路原理图



　 １５３０　 物　 　 理　 　 学　 　 报 ５９卷

　 　 因为系统中Ｒ９ ＝ ４ ｋΩ，Ｒ１１ ＝ Ｒ１５ ＝ １００ ｋΩ，Ｒ１４
＝ １５ ２ ｋΩ，Ｃ２ ＝ Ｃ３ ＝ １ μＦ，且ｋ ＝ ５ ． 故可得
Ｒ２０ ＝ ８ ｋΩ，Ｒ２１ ＝ Ｒ２２ ＝ １ ｋΩ，Ｒ２３ ＝ ４ ｋΩ，

Ｒ２４ ＝ ０ ９５ ｋΩ，Ｒ２５ ＝ １０ ｋΩ，Ｒ２６ ＝ １ ｋΩ．
　 　 对该受控系统予以电路实现，得到电路实验结
果如图９所示．

图９　 基于Ｌｙａｐｕｎｏｖ反馈控制分数阶新混沌系统的电路实验的状态变量时间波形　 （ａ）ｔｘ；（ｂ）ｔｙ；（ｃ）ｔｚ

５ 结　 论
　 　 本文主要根据分数阶算子１ ／ ｓα 在频域中的近
似式，提出了一种混合型电路单元近似实现分数阶
算子，并设计电路实现了２ ７阶新混沌系统，电路实

验和仿真证实了该电路单元的有效性．提出了基于
Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程的分数阶系统稳定理论的控制方法，
设计了相应的控制器．数值仿真及电路实验结果表
明该方法可有效的控制分数阶新混沌系统，为实现
多种分数阶控制方法打下了理论基础，具有很大的
理论意义和应用价值．
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