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　 　 基于三阶单涡卷混沌Ｃｏｌｐｉｔｔｓ振荡器模型，通过引入两个分段线性三角波函数，构造了一个新型四维多涡卷超
混沌系统，生成了（２Ｍ ＋ １）×（２Ｎ ＋ １），（２Ｍ ＋ １）和（２Ｎ ＋ １）涡卷混沌和超混沌吸引子．利用相轨图、Ｐｏｉｎｃａｒé映射、
Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱和分岔图等方法，对新提出的四维多涡卷超混沌系统进行了动力学分析，结果表明，多涡卷超混沌
系统的Ｈｏｐｆ分岔点仅与控制参数有关，而涡卷数量和控制参数的混沌和超混沌范围随着转折点数量的增加而增
加．此外，设计了一个实现四维多涡卷超混沌系统的模拟电路，实验输出与数值仿真的两个结果基本一致．
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国家自然科学基金（批准号：５０６７７０５６，６０９７１０９０）和江苏省自然科学基金（批准号：ＢＫ２００９１０５）资助的课题．
通讯联系人． Ｅｍａｉｌ：ｍｅｒｖｉｎｂａｏ＠ １２６ ｃｏｍ

１ 引 言
上世纪９０年代初，基于Ｃｈｕａ电路归一化状态

方程，Ｓｕｙｋｅｎｓ和Ｖａｎｄｅｗａｌｌｅ通过增加非线性函数曲
线的转折点发现了多涡卷混沌吸引子［１］．相比于传
统的单涡卷和双涡卷混沌系统，多涡卷混沌系统呈
现出更为复杂的结构和动力学行为，在保密通信和
信息隐藏等领域具有较好的应用前景［２］．因此，多
涡卷混沌吸引子生成的理论研究和电路实现已成
为目前混沌研究领域的一个热点［３—２８］．

已有很多文献通过采用不同的分段线性或者
非线性函数改造低维混沌系统，以求获得特征根为
指数２的涡卷平衡点． Ｙａｌｃｉｎ［３，４］、吕金虎［５—１１］和禹
思敏等人［１３—１７］在一个简单的三阶Ｊｅｒｋ方程或Ｃｈｕａ
电路方程基础上，主要通过加载不同的多转折点分
段线性函数进行驱动，实现了一维、二维和三维空
间上多涡卷混沌吸引子的生成．典型的分段线性函
数有阶梯函数、饱和函数、三角波函数和滞后函数

等．近几年来，禹思敏等人［１８，１９］在类Ｌｏｒｅｎｚ系统族
方程上，利用多段非线性偶函数替换原系统方程中
的非线性二次项，获得了多翼类Ｌｏｒｅｎｚ混沌吸引
子．另外，禹思敏和王发强等人［１２，２５］也对四维多涡
卷混沌系统进行了研究，在四维改型Ｃｈｕａ电路方程
上实现了四涡卷超混沌吸引子［１２］，这是文献中首次
且唯一的关于多涡卷超混沌吸引子研究成果的
报道．

以上大多数多涡卷混沌吸引子生成的构造方
法较为复杂，求解系统平衡点较为困难，一般难以
通过计算系统的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数对其动力学进行定
量分析．在实际应用较为广泛的Ｃｏｌｐｉｔｔｓ振荡器［２９］

具有电路方程简单的特点，然而目前尚未见到基于
Ｃｏｌｐｉｔｔｓ振荡器模型框架下，通过引入分段线性或非
线性函数的方法构造出多涡卷系统，以生成多涡卷
吸引子的研究成果报道．本文基于三阶单涡卷混沌
Ｃｏｌｐｉｔｔｓ振荡器模型，采用三角波分段线性函数改造
原方程，构造了一个新型的四维多涡卷超混沌系
统，并进行了深入细致的理论分析和数值仿真．
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２．四维多涡卷超混沌系统

２ １ 多涡卷超混沌系统模型

　 　 三阶单涡卷混沌Ｃｏｌｐｉｔｔｓ振荡器无量纲状态变
量和归一化参数的状态方程可表达为如下形式［２９］：

ｘ ＝ ｇ
Ｑ（１ － ｋ）［－ ｎ（ｙ）＋ ｚ］，

ｙ ＝ ｇ
Ｑｋ
ｚ，

ｚ ＝ － Ｑｋ（１ － ｋ）
ｇ

［ｘ ＋ ｙ］－ １
Ｑ
ｚ， （１）

其中
ｎ（ｙ）＝ ｅｘｐ（－ ｙ）－ １ （２）

为系统（１）中唯一的非线性函数．当归一化参数设
定为ｋ ＝ ０ ５，Ｑ ＝ １ ４１５８，ｇ ＝ ３ １６２３时，系统
（１）可产生一个单涡卷混沌吸引子．

采用分段线性函数替换系统（１）中的非线性
项，并增添一维线性控制器，以分段线性函数形式
反馈到系统（１）的第二方程式上，经简化参数后可
得到一个新四维多涡卷混沌系统，相应的状态方程
可表达为

ｘ ＝ μ ｚ － ｎＭ（ｙ[ ]），
ｙ ＝ μ ｚ ＋ ｎＮ（ｗ[ ]），
ｚ ＝ － ０ ５（ｘ ＋ ｙ）

μ
－ ｚ，

ｗ ＝ ｘ ＋ ｙ， （３）
其中控制参数μ ＞ ０，ｎＭ（ｙ）和ｎＮ（ｗ）为两个分段
线性三角波函数，Ｍ和Ｎ均为正整数．这里用ｎＫ（ξ）
表示一般的三角波函数，其数学表示式为［１４］

ｎＫ（ξ）＝
Ｋ

ｋ ＝ －Ｋ
ｋ≠０

ｐ
２ {ｑ ξ － ｐ ２ｋ － ｋ( )ｋ ＋ ｑ

－ ξ － ｐ ２ｋ － ｋ( )ｋ }－ ｑ － ξ，（４）
式中ｐ ＞ ０，ｑ∈（０，ｐ］称为三角波函数的变参数，Ｋ
为正整数．图１给出了Ｋ ＝ ３时三角波函数ｎＫ（ξ）
的曲线图例，从图１中可以很容易确定每个线性段
的特性，如斜率和零点．文献［１４］已验证，ｑ值越小，
每个涡卷混沌吸引子的分布就越均匀．因此，在以
后的数值仿真和电路仿真中，我们选择ｑ ＝ ０ ０２ｐ．

图１　 Ｋ ＝ ３时三角波函数ｎＫ（ξ）的曲线图

２ ２ 多涡卷混沌和超混沌吸引子
　 　 选择系统（３）中三角波函数的参数为Ｍ ＝ ２，
Ｎ ＝ １，ｐ ＝ １，ｑ ＝ ０ ０２．

当μ ＝ １时，系统（３）可产生５ × ３涡卷、５涡卷
和３涡卷的混沌吸引子，如图２所示，分别在ｘｗ和
ｙｗ平面上生成了５ × ３涡卷吸引子，ｘｙ，ｘｚ和ｙｚ
平面上生成了５涡卷吸引子，ｚｗ平面上生成了３
涡卷吸引子．此参数值所对应的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数分
别为ＬＥ１ ＝ ０ ２６０２，ＬＥ２ ＝ ０，ＬＥ３ ＝ － ０ ５８９，ＬＥ４
＝ － ０ ６７２６，Ｌｙａｐｕｎｏｖ维数为ｄＬ ＝ ２ ２０６２．
当μ ＝ １ ７时，系统（３）则产生了多涡卷的超

混沌吸引子，如图３所示，其超混沌吸引子的涡卷
数量与以上各平面上的数量一致，相应的Ｌｙａｐｕｎｏｖ
指数分别为ＬＥ１ ＝ ０ ４３２７，ＬＥ２ ＝ ０ １１２８，ＬＥ３ ＝
－ ０ ６９２２，ＬＥ４ ＝ － ０ ８５３４，Ｌｙａｐｕｎｏｖ维数为ｄＬ
＝ ３ ３５２９．
图４分别给出了μ ＝ １和μ ＝ １ ７时系统（３）

在ｚ ＝ ０截面上的Ｐｏｉｎｃａｒé映射．从图中不难观察
出，μ ＝ １时混沌吸引子形成的每个涡卷在截面上
的Ｐｏｉｎｃａｒé映射是孤立的；而μ ＝ １ ７时超混沌吸
引子形成的每个涡卷在截面上的Ｐｏｉｎｃａｒé映射逐步
连成整个面，即表示超混沌吸引子在更多方向上分
离，其动力学行为表现得更为复杂．

若选择锯齿波函数序列参数为Ｍ ＝ Ｎ ＝ ５，则
系统（３）在ｘｗ平面和ｙｗ平面上生成１１ × １１涡卷
吸引子，而在其他平面上则生成１１涡卷吸引子．当
μ ＝ １时，系统（３）在ｙｗ平面１１ × １１涡卷混沌吸
引子的投影如图５（ａ）所示，其Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数分
别为ＬＥ１ ＝ ０ ２９３６，ＬＥ２ ＝ ０，ＬＥ３ ＝ － ０ ５６５５，
ＬＥ４ ＝ － ０ ７０７４，Ｌｙａｐｕｎｏｖ维数为ｄＬ ＝ ２ ２３０７．当
μ ＝ ３时，系统（３）在ｙｗ平面１１ × １１涡卷超混沌吸
引子的投影如图５（ｂ）所示，其Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数分别
为ＬＥ１ ＝ ０ ９０３８，ＬＥ２ ＝ ０ １８２６，ＬＥ３ ＝ － ０ ８３４６，
ＬＥ４ ＝ － １ ２５１８，Ｌｙａｐｕｎｏｖ维数为ｄＬ ＝ ３ ５２０７．
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图２　 四维多涡卷混沌吸引子（μ ＝ １）　 （ａ）ｘｙ平面５涡卷；（ｂ）ｘｚ平面５涡卷；（ｃ）ｘｗ平面５ × ３涡卷；（ｄ）ｙｚ平面５
涡卷；（ｅ）ｙｗ平面５ × ３涡卷；（ｆ）ｚｗ平面３涡卷

３．平衡点和稳定性
　 　 以Ｍ ＝ ４，Ｎ ＝ ３，ｐ ＝ １，ｑ ＝ ０ ０２为例．当
ｎＭ（ｙ） ＝ ０时有（４Ｍ ＋ １）个零点，对应ｙ值分别
是ＥＳ：［

!

８，
!

６，
!

４，
!

２，０，２，４，６，８］和ＯＳ：
［
!

７，
!

５，
!

３，
!

１，１，３，５，７］；当ｎＮ（ｗ） ＝ ０
时有（４Ｎ ＋ １）个零点，对应ｗ值分别是ＥＳ：［

!

６，
!

４，
!

２，０，２，４，６］和ＯＳ：［
!

５，
!

３，
!

１，１，
３，５］．这里ＥＳ和ＯＳ分别称为偶零点（或涡卷平衡

点）和奇零点（或键波平衡点）．
令ｘ ＝ ｙ ＝ ｚ ＝ ｗ ＝ ０，可得ｘ ＝

!

ｙ，ｎＭ（ｙ）
＝ ０，ｚ ＝ ０，ｎＮ（ｗ） ＝ ０，这说明系统（３）的平衡点
完全是由两个三角波函数ｎＭ（ｙ）和ｎＮ（ｗ）的零点形
成的．因此，四维多涡卷超混沌系统有［（２Ｍ ＋ １）×
（２Ｎ ＋ １）＋ ２Ｍ × ２Ｎ］个平衡点，其中（２Ｍ ＋ １）×
（２Ｎ ＋ １）个涡卷平衡点ＥＳｉｊ ＝ （! ｉ，ｉ，０，ｊ）位于ｚ
＝ ０的ｘ × ｗ和ｙ × ｗ平面网格上，这里ｉ ＝ ０，± ２，
…，± ２Ｍ和ｊ ＝ ０， ± ２，…， ± ２Ｎ；其他２Ｍ × ２Ｎ
个键波平衡点ＯＳｉｊ ＝ （! ｉ，ｉ，０，ｊ）位于ｚ ＝ ０的ｘ
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图３　 ５ × ３涡卷超混沌吸引子（μ ＝ １ ７）　 （ａ）ｘｗ平面；（ｂ）ｙｗ平面

图４　 在ｚ ＝ ０截面上的Ｐｏｉｎｃａｒé映射　 （ａ）μ ＝ １；（ｂ）μ ＝ １ ７

图５　 ｙｗ平面１１ × １１涡卷混沌和超混沌吸引子（ａ）混沌吸引子（μ ＝ １）；（ｂ）超混沌吸引子（μ ＝ ３）

× ｗ和ｙ × ｗ平面网格上，这里ｉ ＝ ± １，…，±（２Ｍ
!

１）和ｊ ＝ ± １，…，±（２Ｎ
!

１）．当Ｍ ＝ ４，Ｎ ＝
３，ｐ ＝ １，ｑ ＝ ０ ０２时，在ｙ × ｗ平面网格上，系统
（３）的平衡点分布如图６所示，图中偶平衡点ＥＳ用
‘○’来标注，奇平衡点ＯＳ用‘●’来标注．图６中系

统（３）有６３ ＋ ３５个平衡点，其中９ × ７个涡卷平衡
点产生了６３涡卷数量的混沌吸引子，同时还有７ ×
５个键波平衡点．

系统（３）在平衡点Ｓ ＝ （ｘ，ｙ，ｚ）处的
Ｊａｃｏｂｉ矩阵为
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图６　 系统（３）在ｙ × ｗ平面网格上的平衡点

ＪＳ ＝

０ － μｎＪＭ（ｙ） μ ０

０ ０ μ μｎＪＮ（ｗ）
－ ０ ５
μ

－ ０ ５
μ

－ １ ０















１ １ ０ ０

，

（５）
式中ｎＪＭ（ｙ） ＝ ｄｎＭ（ｙ）／ ｄｙ ｜ ｙ， ｎＪＮ（ｗ） ＝
ｄｎＮ（ｗ）／ ｄｗ ｜ ｗ ．

在ξ处对（４）式求偏导得
ｎＪＫ（ξ）＝ｄｎＫ（ξ）ｄξ ξ

＝
Ｋ

ｋ ＝ －Ｋ
ｋ≠０

ｐ
２ {ｑ ｓｇｎ ξ － ｐ ２ｋ － ｋ( )ｋ[ ]＋ ｑ

－ ｓｇｎ ξ － ｐ ２ｋ － ｋ( )ｋ[ ] }－ ｑ － １，（６）

这里ξ代表ｙ或ｗ ．若ξ ＝ ２ｋ （ｋ ＝ ０， ± １，
± ２，…，± Ｋ），则有ｎＪＫ（ξ）＝ － １ ；或若ξ ＝ （２ｋ
!

｜ ｋ ｜ ／ ｋ）ｐ （ｋ ＝ ± １， ± ２，…， ± Ｋ），则有
ｎＪＫ（ξ）＝ ｐｑ － １ ．

对涡卷平衡点ＥＳ，有ｎＪＭ（ｙ）＝ ｎＪＮ（ｗ）＝ － １，
在此平衡点附近线性化系统得到以下特征方程：

ｆ（λ）＝ λ４ ＋ λ３ ＋ （１ ＋ μ）λ２
＋ μ（１ ５ ＋ μ）λ ＋ μ２ ＝ ０ ． （７）

注意到该四次多项式的系数在μ ＞ ０时均为正数，
因此对所有λ ＞ ０都有ｆ（λ） ＞ ０．根据Ｒｏｕｔｈ
Ｈｕｒｗｉｔｚ稳定判据，系统稳定的充分必要条件是

（１ ＋ μ）－ μ（１ ５ ＋ μ）＞ ０，

μ（１ ５ ＋ μ）［（１ ＋ μ）－ μ（１ ５ ＋ μ）］－ μ２ ＞ ０
即

μ２ ＋ ０ ５μ － １ ＜ ０，
μ３ ＋ ２μ２ ＋ ０ ７５μ － １ ５ ＜ ０ （８）

数值计算表明当μ ＞ ０ ６２６３时，系统不能满足（８）
式的充分必要条件，即系统不稳定，这时方程式（７）
有两个负实根（或两个实部为负数的共轭复根）和
两个实部为正数的共轭复根．因此，μ ＝ ０ ６２６３是
Ｈｏｐｆ分岔的临界点，当μ ＞ ０ ６２６３时系统所有涡
卷平衡点ＥＳ为指数２的不稳定鞍结．

当μ ＝ １和μ ＝ ３时，系统（３）的涡卷平衡
点ＥＳ的四个特征根分别是

λ１，２ ＝ ０ １７７９ ± ｉ１ ３９４６，
λ３，４ ＝ － ０ ６７７９ ± ｉ０ ２１５２；
λ１，２ ＝ ０ ７４５２ ± ｉ２ ３９２３，
λ３ ＝! ０ ９０３，
λ４ ＝ !

１ ５８７５ （９）
　 　 对键波平衡点ＯＳ，有ｎＪＭ（ｙ）＝ ｎＪＮ（ｗ） ＝ ｐｑ
－ １，在此平衡点附近线性化系统得到的特征方
程为

ｆ（λ）＝ λ４ ＋ λ３ ＋ ［１ － μ（ｐｑ － １）］λ
２

＋ μ（ｐｑ － １）［μ（
ｐ
ｑ
－ １）－ １ ５］λ

＋ μ２（ｐｑ － １）
２ ＝ ０ ． （１０）

可以验证，当μ ＞ ０时，方程式（１０）有两个负实根
（或两个实部为负数的共轭复根）和两个实部为正
数的共轭复根．同样，当μ ＞ ０时系统所有键波平
衡点ＯＳ为指数２的不稳定鞍结．

设定ｐ ＝ １，ｑ ＝ ０ ０２，当μ ＝ １和μ ＝ ３时，
系统（３）的键波平衡点ＯＳ的四个特征根分别是

λ１，２ ＝ ７ ２７３２ ± ｉ１０ ５１４６，
λ３ ＝! １ ０１０５，
λ４ ＝! １４ ５３５９；
λ１，２ ＝ １４ ７８５４ ± ｉ２２ ５７７１，
λ３ ＝ !

１ ００３４，
λ４ ＝ !

２９ ５６７４

４．多涡卷超混沌系统动力学分析
　 　 从上面分析可知，μ ＝ ０ ６２６３是Ｈｏｐｆ分岔的



３期 包伯成等：基于Ｃｏｌｐｉｔｔｓ振荡器模型生成的多涡卷超混沌吸引子 １５４５　 　

临界点，当μ ＞ ０ ６２６３时系统（３）是不稳定的，随
着参数的改变，系统（３）将处于混沌和超混沌两个
不同的运行状态．下面利用数值仿真手段，分析参
数变化时，系统（３）的变化情况．

以两个三角波函数参数分别为Ｍ ＝ ２，Ｎ ＝ １
和Ｍ ＝ Ｎ ＝ ５ 时为例，系统（３）随μ 变化的

Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱和对应的状态变量ｘ的分岔图如图
７所示．显然，分岔图与Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱保持很好的
一致性．从图中不难看到，三角波函数参数不同时，
Ｈｏｐｆ分岔点位置总是一致，不同点在于系统（３）处
于混沌状态时混沌带数量不一样，且参数值越大，
系统趋向发散时的控制参数值越大．

图７　 系统（３）随μ变化的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱和分岔图　 （ａ）Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数（Ｍ ＝ ２，Ｎ ＝ １）；（ｂ）分岔图（Ｍ ＝ ２，Ｎ ＝ １）；（ｃ）
Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数（Ｍ ＝ Ｎ ＝ ５），（ｄ）分岔图（Ｍ ＝ Ｎ ＝ ５）

　 　 当μ逐渐增加时，系统（３）的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数有
着不同的值，这意味着系统（３）在不同的参数μ下
有着不同的动力学行为．随μ增加时，系统（３）的运
行状态主要演变历经了以下的轨道状态：

１）当０ ＜ μ ＜ ０ ６２６３时，有ＬＥ１，２，３，４ ＜ ０，系
统（３）是一个稳定的汇．

２）当μ ＝ ０ ６２６３时，有ＬＥ１，２ ＝ ０，ＬＥ３，４ ＜ ０，
为系统（３）的Ｈｏｐｆ分岔点．

３）当μ ＞ ０ ６２６３时，有ＬＥ１ ＞ ０，ＬＥ２≥ ０，
ＬＥ３，４ ＜ ０，系统（３）逐步从混沌状态过渡到超混沌
状态，并且随着控制参数值增大，多个混沌带渐渐
靠拢，最后连成一片形成了一个整体．这是吸引子
在相空间中的运行轨迹在更多方向上伸展和收缩

的结果．需注意的是，在０ ６２６３ ＜ μ ≤ ０ ７８区间
内，系统（３）只在含坐标ｗ的平面上生成（２Ｎ ＋ １）
涡卷混沌吸引子，而在其他平面上则只显示单涡卷
混沌吸引子．

观察图７可以明显地看到，系统（３）在μ ＞
０ ６２６３的参数区间内，其混沌或超混沌状态是鲁棒
稳定的，这对其在基于混沌的信息系统和通信工程
的应用是十分有价值的．

５．电路实现和实验验证
　 　 本文设计了一个实现四维多涡卷超混沌系统
的模拟电路，选择ＴＩ公司的ＴＬ０８２ＣＰ运算放大器
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完成多涡卷混沌系统方程中的加减运算、积分运算
和三角波函数实现等功能． ＴＬ０８２ＣＰ运算放大器的

电源电压± １５ Ｖ，输出饱和值为Ｖ ｓａｔ ＝ ± １３ ５ Ｖ．
　 　 图８的电路为Ｋ ＝ １和Ｋ ＝ ２的三角波函数

图８　 Ｋ ＝ １和Ｋ ＝ ２时的三角波函数电路

电路．如果将图８中的开关Ｓ闭合，那么所得到的电
路为Ｋ ＝ ２的三角波函数电路．图中电阻Ｒ１ 和Ｒ２
决定了ｑ的大小，其数学关系可以表示为

ｑ ＝
Ｒ１
Ｒ２
Ｖ ｓａｔ ＝

３００
２００ × １０３

× １３ ５

≈０ ０２ ．

图９　 基本的四维系统电路

　 　 图９为基本的四维线性系统电路．图中Ｒ０，Ｃ０
为积分器的积分常数，同时也是时间尺度变换因
子，固定Ｒ０ 不变，改变Ｃ０ 的大小，可改变时间尺
度变换因子，从而可改变混沌信号的频谱范围．在
电路实验中，取Ｒ０ ＝ ２ ｋΩ，Ｃ０ ＝ ３３ ｎＦ．图９中Ｕ１
和Ｕ４ 运算放大器的反馈电阻和反向输入端的电阻
比值相等，决定了μ的大小，图示电路参数表明μ
＝ １ ７．

把图８中Ｋ ＝ １和Ｋ ＝ ２所对应的两路电路
连接到图９所示电路，即可实现一个多涡卷超混沌
电路．利用Ｔｅｋｔｒｏｎｉｘ数字存储示波器观察该电路的
输出波形，运算放大器Ｕ２ 与Ｕ１１输出端的相轨图如
图１０（ａ）所示，Ｕ５ 与Ｕ１１输出端的相轨图如图１０
（ｂ）所示．

图１０电路实验输出结果与图３数值仿真结果
完全一致．该结果证实了基于Ｃｏｌｐｉｔｔｓ振荡器模型所
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提出的多涡卷超混沌系统是一个可电路实现的系 统，可以由实际电路产生多涡卷超混沌吸引子．

图１０　 电路实现的５ × ３涡卷超混沌吸引子　 （ａ）Ｕ２ 与Ｕ１１输出端的相轨图；（ｂ）Ｕ５ 与Ｕ１１输出端的相轨图

６．结　 论
　 　 基于三阶单涡卷混沌Ｃｏｌｐｉｔｔｓ振荡器模型，采用
分段线性三角波函数改造状态方程，构造了一个新
型四维多涡卷超混沌系统．转折点的增加，致使新
系统产生较多数量的指数２的平衡点分布，由此实
现了（２Ｍ ＋ １）× （２Ｎ ＋ １），（２Ｍ ＋ １）和（２Ｎ ＋ １）涡
卷混沌和超混沌吸引子．新型四维超混沌系统具有
以下显著特性：

１ 系统状态方程简单，只有单一的控制参数，
三角波函数直观易数学表达；

２ 系统具有［（２Ｍ ＋ １）×（２Ｎ ＋ １）＋ ２Ｍ × ２Ｎ］

个平衡点，其中（２Ｍ ＋ １）×（２Ｎ ＋ １）个指数２的涡
卷平衡点，对应于每个涡卷吸引子，其吸引子的涡
卷数量和在网格点上的位置可控；

３ 在较宽的控制参数区间内，系统处于稳定的
混沌或超混沌状态，具有鲁棒性．

此外，通过对平衡点的稳定性分析，发现偶零
点（或涡卷平衡点）和奇零点（或键波平衡点）均为
指数２的不稳定鞍结，并计算出了系统Ｈｏｐｆ分岔的
临界点为μ ＝ ０ ６２６３．根据相轨图、Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数
谱和分岔图等仿真手段，本文进行了该多涡卷超混
沌系统的动力学特性研究，并设计了一个多涡卷超
混沌电路，通过实验观察结果验证了提出的多涡卷
超混沌系统是一个可电路实现的系统．
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