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　 　 研究了分数阶统一混沌系统的同步． 基于分数阶稳定性原理，提出了通过线性反馈实现分数阶统一混沌系统
的同步方法． 所设计的控制器为单一控制变量的线性控制器，且不需要计算反馈系数．通过对分数阶Ｌｏｒｅｎｚ混沌
系统、Ｃｈｅｎ混沌系统和Ｌü混沌系统的数值模拟，证实了所提方法的有效性．
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１ 引 言
分数阶微积分已有３００多年的历史，其发展几

乎与整数阶微积分同步，但将其应用到物理学和工
程学的研究热潮还是最近几十年兴起的．许多物理
系统能展现出分数阶动力学行为，例如，黏滞系
统、介质极化、电极－电解液极化、（电缆的）管道边
界层效应、有色噪声和电磁波等． 最近，分数阶混
沌系统又引起人们广泛的兴趣和深入的研究． Ｃｈｕａ
电路［１］、Ｌｏｒｅｎｚ系统［２］、Ｃｈｅｎ系统［３—５］、Ｌü系统［６］、
Ｌｉｕ系统［７—９］、Ｄｕｆｆｉｎｇ系统［１０］、Ｓｐｒｏｔｔ系统［１１，１２］以及
Ｒｏｓｓｌｅｒ混沌和超混沌系统［１３］、新超混沌系统［１４］中，
通过计算机数值仿真发现，当系统的阶数为分数的
时候，系统仍呈现混沌状态，且更能反映系统所呈
现的物理现象．

最近，分数阶混沌系统的同步控制由于在保密
通信［１５］、信号处理和系统控制及其他领域比整数阶
混沌系统拥有更突出、更诱人的应用前景和发展前
途，已引起广泛关注．人们提出了许多分数阶混沌
系统的同步方法，如驱动响应法［１６］、滑动模杆控制
法［１７］、Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程法［１８］、自适应控制法［１９］、主动
控制法［２０］和非线性反馈控制法［２１］等． 上述各种控
制方法中的同步控制器都是非线性的，在实际应用

中，线性反馈控制器是经济的和工程上易于实现
的，具有很高的应用价值．基于分数阶稳定性原理，
我们设计了线性反馈控制器，实现了分数阶统一混
沌系统的同步．该同步方法可以很容易地推广到其
他相似分数阶混沌系统，如分数阶Ｌｉｕ 混沌系
统［２２］、分数阶广义Ｌｏｒｅｎｚ系统［２３］和共轭分数阶
Ｃｈｅｎ系统［２４］等．

２．基于线性控制的分数阶统一混沌系
统的同步理论分析与数值模拟

　 　 在分数阶微积分的研究过程中，对分数阶导数
的概念有多种定义，本文采用Ｃａｐｕｔｏ微分定义［２５］

来研究分数阶混沌动力学行为，Ｃａｐｕｔｏ微分定义为
Ｄα ｙ（ｘ）＝ Ｊｍ －αｙ（ｍ）（ｘ），　 α ＞ ０， （１）

这里ｍ ＝ ［α］，为第一个不小于α的整数，ｙ（ｍ）为ｙ
的ｍ阶导数，Ｊβ是β阶ＲｉｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ积分算子，

Ｊβ ｚ（ｘ）＝ １
Γ（β）∫

ｘ

０
（ｘ － ｔ）β －１ ｚ（ｔ）ｄｔ，　 β ＞ ０，（２）

其中Γ（·）是Ｇａｍｍａ 函数． Ｄα 通常称为α 阶
Ｃａｐｕｔｏ微分算子．
２ １ 系统数学模型与问题描述
　 　 ２００２年，吕金虎等人提出了一个新的混沌系
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统，该系统将Ｌｏｒｅｎｚ吸引子和Ｃｈｅｎ吸引子连接起
来，而文献［２６］提出的Ｌü系统只是它的一个特例，
故文献［２７］称其为统一混沌系统．统一混沌系统的
数学模型可写为

ｘ１ ＝（２５α ＋ １０）（ｘ２ － ｘ１），
ｘ２ ＝（２８ － ３５α）ｘ１ － ｘ１ ｘ３ ＋ （２９α － １）ｘ２，
ｘ３ ＝ ｘ１ ｘ２ － （８ ＋ α）ｘ３ ／ ３， （３）

其中系统参数α ∈ ［０，１］．统一混沌系统是一个由
单参数控制的连续混沌系统，具有统一性和全域性
混沌特性．系统只用一个参数α就可以控制整个系
统，当α ∈ ［０，０ ８）时，统一系统属于广义Ｌｏｒｅｎｚ
系统；当α ∈ （０ ８，１］时，统一系统属于广义Ｃｈｅｎ

系统；而当α ＝ ０ ８时，统一系统属于Ｌü系统． 统
一系统具有连接Ｌｏｒｅｎｚ系统和Ｃｈｅｎ系统的重要作
用，当α由零逐渐增加到１ 时，系统也由广义的
Ｌｏｒｅｎｚ系统逐渐过渡到广义的Ｃｈｅｎ系统，具有统
一性．

分数阶统一混沌系统［２８］有如下形式：
ｄ ｑ ｘ１
ｄｔｑ

＝（２５α ＋ １０）（ｘ２ － ｘ１），

ｄ ｑ ｘ２
ｄｔｑ

＝（２８ － ３５α）ｘ１ － ｘ１ ｘ３ ＋ （２９α － １）ｘ２，

ｄ ｑ ｘ３
ｄｔｑ

＝ ｘ１ ｘ２ －
８ ＋ α
３
ｘ３， （４）

图１　 分数阶统一混沌系统的吸引子　 （ａ）ｑ ＝ ０ ９９５，α ＝ ０ ；（ｂ）ｑ ＝ ０ ９，α ＝ ０ ８；（ｃ）ｑ ＝ ０ ９，α ＝ １

其中，０ ＜ ｑ ＜ １ ，不同的α值的分数阶统一混沌系
统的吸引子如图１所示．

以系统（４）为驱动系统，响应系统为
ｄ ｑ ｙ１
ｄｔｑ

＝（２５α ＋ １０）（ｙ２ － ｙ１）＋ ｕ１，

ｄ ｑ ｙ２
ｄｔｑ

＝（２８ － ３５α）ｙ１ － ｙ１ ｙ３
＋ （２９α － １）ｙ２ ＋ ｕ２，

ｄ ｑ ｙ３
ｄｔｑ

＝ ｙ１ ｙ２ －
８ ＋ α
３
ｙ３ ． （５）

我们的目标就是选取合适的控制器ｕ１，ｕ２，使响应
系统（５）和驱动系统（４）达到同步．
２ ２ 基于线性控制的分数阶统一混沌系统的同步

理论
　 　 文献［２９］研究了分数阶线性系统的稳定问题，
给出了分数阶线性系统稳定性理论．

引理１　 考虑线性分数阶系统
ｄ ｑ ｘ
ｄｔｑ
＝ Ａｘ， （６）

其中，０ ＜ ｑ ＜ １，ｘ ∈ Ｒｎ（ｎ ∈ Ｎ），Ａ ∈ Ｒｎ×ｎ ．
当且仅当矩阵Ａ的任意特征值λ，满足｜ ａｒｇ（λ）

｜ ＞ ｑπ ／ ２时，系统（６）是渐近稳定的．
　 　 由引理１的证明过程，我们可得出如下推论．

推论１　 对于非线性分数阶系统
ｄ ｑ ｘ
ｄｔｑ
＝ Ａ（ｘ）ｘ， （７）

其中，０ ＜ ｑ ＜ １，ｘ ＝ （ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）Ｔ为状态向量，
Ａ（ｘ）∈ Ｒｎ×ｎ 是系数矩阵． 当含有状态变量的系数
矩阵Ａ（ｘ）的所有特征值λ ｉ（ｉ ＝ １，２，…，ｎ）实部都
不大于零，即｜ ａｒｇ（λ ｉ）｜ ＞ ｑπ ／ ２时，系统（７）是渐近
稳定的．

定理　 设系统（５）和（４）的误差ｅ１ ＝ ｙ１ － ｘ１，ｅ２
＝ ｙ２ － ｘ２，ｅ３ ＝ ｙ３ － ｘ３  若选取控制器ｕ１ ＝ － （２５α
＋ １０）ｅ２，ｕ２ ＝ － ２９αｅ２ 　 （α ＝ ０时，ｕ２ ＝ ０）．
则响应系统（５）和驱动系统（４）同步．即ｌｉｍ

ｔ→∞
ｅｉ ＝ ０（ｉ

＝ １，２，３）．
证明　 由（５），（４）式得误差系统为
ｄ ｑ ｅ１
ｄｔｑ

＝ － （２５α ＋ １０）ｅ１，

ｄ ｑ ｅ２
ｄｔｑ

＝ （２８ － ３５α）ｅ１ － ｘ１ ｅ３ － ｙ３ ｅ１ － ｅ２，
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ｄ ｑ ｙ３
ｄｔｑ

＝ ｘ１ ｅ２ ＋ ｙ２ ｅ１ －
８ ＋ α
３
ｅ３， （８）

即
ｄ ｑ ｅ１
ｄｔｑ

ｄ ｑ ｅ２
ｄｔｑ

ｄ ｑ ｅ３
ｄｔ



















ｑ

＝

－ （２５α ＋ １０） ０ ０
２８ － ３５α － ｙ３ － １ － ｘ１

ｙ２ ｘ１ － ８ ＋ α











３

ｅ１
ｅ２
ｅ









３

＝ Ａ

ｅ１
ｅ２
ｅ









３

． （９）

通过计算，得Ａ的特征值为
λ１ ＝ － （２５α ＋ １０），

λ２，３ ＝
－ １１ ＋ α

３
± １１ ＋ α( )３

２

－ ４ ８ ＋ α
３
＋ ｘ( )槡 ２

１

２
．

由于α∈［０，１］，ｘ１ 是系统（４）的状态参量，有λ１ ＜

０，Ｒｅ（λ２，３）≤ ０，即矩阵Ａ的任意特征值都满足
｜ ａｒｇ（λ ｉ）｜ ≥ π

２
＞ ｑπ
２
，（ｑ ＜ １）．

根据引理１的推论１，误差系统（９）是渐近稳定的，
即ｌｉｍ

ｔ→∞
ｅｉ ＝ ０（ｉ ＝ １，２，３）．因此，在控制器ｕ１ ＝

－ （２５α ＋ １０）ｅ２，ｕ２ ＝ － ２９αｅ２ 作用下，分数阶系统
（５）与（４）达到同步．
２ ３ 数值模拟

　 　 通过Ｍａｔｌａｂ６ ５，采用预估校正法［３０］进行数
值模拟，选取驱动系统状态初始值ｘ（０）＝ １，ｙ（０）
＝ ２，ｚ（０）＝ ３；响应系统状态初始值ｘ１（０）＝ － １ ，
ｙ１（０）＝ － ２ ，ｚ１（０）＝ ６；当α ＝ ０，ｑ ＝ ０ ９９５时，系
统（４）是分数阶Ｌｏｒｅｎｚ混沌系统，此时，控制器ｕ２ ＝
０，仅需要一个控制器；当α ＝ ０ ６，ｑ ＝ ０ ９时，系统
（４）是分数阶Ｌü混沌系统；当α ＝ １，ｑ ＝ ０ ９时，系
统（４）是分数阶Ｃｈｅｎ混沌系统． 它们的同步数值仿
真结果分别如图２至图４所示．从图２—图４可以看

图２　 两个相同的分数阶Ｌｏｒｅｎｚ混沌系统的同步（α ＝ ０，ｑ ＝ ０ ９９５ ）

图３　 两个相同的分数阶Ｌü混沌系统的同步（α ＝ ０ ８，ｑ ＝ ０ ９ ）
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图４　 两个相同的分数阶Ｃｈｅｎ混沌系统的同步（α ＝ １，ｑ ＝ ０ ９ ）

出，响应系统与驱动系统渐进同步．

３ 结　 论
　 　 根据分数阶系统的稳定性理论，提出了基于线
性反馈控制的分数阶统一混沌系统的同步方法． 所

设计的控制器为单一控制变量的线性控制器，不需
要计算反馈系数，并且当０≤ α ＜ １ ／ ２９时，仅需要一
个线性反馈控制器即可实现分数阶统一混沌系统
的同步控制，比起已有的同步方法具有更高的实用
价值和一定的理论意义． 数值模拟结果表明了该方
法的有效性．
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