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　 　 基于重构相空间的延迟时间和嵌入维数这两个参数的选取不相关的观点，提出用互信息函数法确定延迟时间
后，用ＣＡＯ方法来确定嵌入维数的新思路． 通过对几种典型的混沌动力学系统的数值验证，结果表明该方案能够
确定出相空间重构的有效延迟时间和最佳嵌入维数． 该方法能够从时间序列中有效地重构原系统的相空间，是混
沌信号识别的一种有效途径．
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国家自然科学基金（批准号：５０７７５１９８和６０６７２０１５），河北省自然科学基金（批准号：Ｅ２００８０００８１２）资助的课题．
 通讯联系人． Ｅｍａｉｌ：ｚｈｓｈｑｙｄ＠ ｙａｈｏｏ． ｃｎ

１ 引 言
混沌的复杂性可通过它的内随机性、整体稳定

局部不稳定、对初始条件的敏感依赖性、长期不可
预测性、奇异吸引子及其分形结构、轨道不稳定性
及分岔、普适性和费根鲍姆（Ｆｅｉｇｅｎｂａｕｍ）常数这些
特征表现出来，利用一定理论方法可解析证明某些
系统的混沌特性，特别是由已知的混沌系统可导出
与之拓扑共轭的系统族的混沌特性． 遗憾的是除少
数系统外，适宜于解析分析的系统并不多，如何判
断系统是否出现了混沌运动，依然是混沌工程学的
重要研究课题． 目前，多采用数值试验来识别动力
系统是否存在混沌运动，然后再通过工程实验加以
验证［１—３］．

刻画混沌运动特征的一些方法包括相轨的直
接观察法、频闪采样法、Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面法、时间序列
的吸引子重构法、自功率谱法、Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数分析
法、分维数分析法［１—１１］．

实际问题中，我们通常得到一些等时间间隔的
单变量时间序列，而不知道系统的数学模型方程，
例如地震时间序列、脑电波序列等． 在对这些数学
模型未知的动力系统的混沌特征分析时，为了能从
这些时间序列中得到有用的信息，需要进行相空间

重构． 塔肯斯［３］等人于１９８１年提出的嵌入定理回
答了如何从时间序列中得到多变量相空间的问题．

２ Ｔａｋｅｎｓ定理
　 　 Ｔａｋｅｎｓ定理［１２］：Ｍ是ｄ维流形，ｖ：Ｍ→Ｍ，ｖ是
一个光滑的微分同胚，ｙ：Ｍ→Π，ｙ有二阶连续导数，
Φ（ｖ，ｙ）：Ｍ→Π ２ｍ ＋ １，其中
Φ（ｖ，ｙ）＝ ［ｙ（ｘ），ｙ（ｖ（ｘ）），ｙ（ｖ２（ｘ）），…ｙ（ｖ２ｄ（ｘ））］，

（１）
则Φ（ｖ，ｙ）是Ｍ到Π ２ｍ ＋ １的一个嵌入．

这里光滑意味着至少两次的微分同胚并且是
光滑的． 嵌入意味着重构相空间中点的演化遵循着
原空间中动力系统的演化，状态空间中不可观测的
状态的特性可在重构空间中无二值的重新产生． 包
含着相Φ（ｖ，ｙ）：Ｍ→Π ２ｍ ＋ １的空间称作嵌入空间，
嵌入空间的维数称作嵌入维数，它是指能够完全包
容以状态转移构成的吸引子的最小相空间的维数，
吸引子在该相空间中不能有任何交叠之处．

Ｔａｋｅｎｓ定理说明：在由一维观测序列及其适当
延时值所构成的维数合适的相空间中，系统演化的
动力学行为可由此空间中点的演化轨迹无奇异的
表达出来． 这个由观测值及其延时值所构成的空间
成为重构相空间．
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如果观测序列为某动力学变量的一个标量
Ｓ（ｎ），则多变量动力学的几何结构可通过将这套标
量Ｓ（ｎ）转化为重构相空间矢量ｙ（ｎ），即

ｙ（ｎ）＝［Ｓ（ｎ），Ｓ（ｎ ＋ τ），Ｓ（ｎ ＋ ２τ），…，
Ｓ（ｎ ＋ （ｄ － １）τ）］， （２）

其中τ为时间延迟，ｄ为嵌入维数． 选择合适的τ和
ｄ是重构吸引子成败的关键．

在重构相空间中，延迟时间τ和嵌入维数ｄ的
选取具有十分重要的意义． 嵌入维数［２—７］可根据塔
肯斯定理、ＧＰ算法、Ｃａｏ方法；延迟时间根据自相
关函数法、互信息法和经验法则确定． 一个经验法
则是：τｄ ＝ Ｑ，Ｑ为平均周期［１３］． 自相关函数方法只
是描述变量间线性相关程度的一种方法，所以它并
不适合于非线性动力系统． 用互信息函数方法［１３，１４］

将极小点对应的时间作为时间延迟τ，它可以反映
出数据点之间的一般相关性． ＣＡＯ［１５，１６］方法是判断
伪邻近点的改进方法，该方法计算时只需要延迟时
间τ一个参数，并且能够有效区分随机信号和确定
性信号，使用较小的数据量就可以求得嵌入维数．
本文基于以上两种方法的优点，综合互信息函数
法，用ＣＡＯ方法确定嵌入维数． 对延迟时间和嵌入
维数两个参数进行选取重构相空间，通过对几种典
型的非线性动力学系统的数值计算验证该方法的
可行性．

３ 互信息函数法确定延迟时间
　 　 互信息函数方法是估计重构相空间延迟时间
的一种有效方法，它在相空间重构中有很广泛的应
用． Ｓｈａｗ首先提出互信息第一次达到最小时滞时
作为相空间重构的延迟时间，Ｆａｓｔｅｒ给出了互信息
计算的递归算法．

设有离散变量Ｘ，Ｙ，其状态数分别为ｍ，ｎ，则信
息函数—熵定义为

Ｈ（Ｘ）＝ －
ｍ

ｉ ＝ １
ｐｉ ｌｏｇｐｉ， （３）

其中ｐｉ是变量Ｘ在状态ｉ出现的概率． Ｘ，Ｙ的联合
熵定义为

Ｈ（Ｘ，Ｙ）＝ －
ｍ

ｉ ＝ １

ｎ

ｊ ＝ １
ｐｉｊ ｌｏｇｐｉｊ， （４）

其中ｐｉｊ是变量Ｘ在状态ｉ且变量Ｙ在状态ｊ时出现
的概率． 所以，互信息可以定义为

Ｉ（Ｘ，Ｙ）＝ Ｈ（Ｘ）＋ Ｈ（Ｙ）－ Ｈ（Ｘ，Ｙ）． （５）
　 　 设混沌时间序列ｓ１，ｓ２，…，时间延迟为τ，嵌入
维数为ｄ，重构相空间得

Ｘ（ｔ）＝ （ｘ０（ｔ），ｘ１（ｔ），…，ｘｎ（ｔ））， （６）
其中ｘｎ（ｔ）＝ ｓ（ｔ ＋ ｎτ），则系统对变量ｓ的平均信息
量为系统的熵Ｈ，

Ｈ（Ｓ）＝ －
ｉ
Ｐ ｓ（ｓｉ）ｌｏｇＰｓ（ｓｉ）． （７）

　 　 记［ｓ，ｑ］＝ ［ｘ（ｔ），ｘ（ｔ ＋ τ）］，考虑一个总的耦
合系统（Ｓ，Ｑ），假定ｓ已知为ｓｉ，则ｑ的不定性为
Ｈ（Ｑ ｓｉ）＝ －

ｊ
Ｐｑ ｓ（ｑｊ ｓｉ）ｌｏｇ［Ｐｑ ｓ（ｑｊ ｓｉ）］

＝ －
ｉ

Ｐ ｓｑ（ｓｉ，ｑｉ）
Ｐｓ（ｓｉ[ ]） × ｌｏｇ Ｐｓｑ（ｓｉ，ｑｉ）

Ｐｓ（ｓｉ[ ]） ，

（８）
其中Ｐｑ ｓ（ｑｊ ｓｉ）是条件概率．

设在时刻ｔ时ｘ已知，则在ｘ ＋ τ时刻的ｘ平均
不定性为

Ｈ（Ｑ Ｓ）＝ 
ｉ
Ｐ ｓ（ｓｉ）Ｈ（Ｑ ｓｉ）

＝ Ｈ（Ｓ，Ｑ）－ Ｈ（Ｓ）， （９）
Ｈ（Ｓ，Ｑ）＝ －

ｉ，ｊ
Ｐ ｓｑ（ｓｉ，ｑｉ）ｌｏｇＰｓｑ（ｓｉ，ｑｉ），（１０）

其中Ｈ（Ｓ，Ｑ）是孤立的ｑ的不定性，Ｈ（Ｑ Ｓ）是已知
ｓ的ｑ的不定性． 所以，ｓ的已知减少了ｑ的不定性，
互信息为

Ｉ（Ｑ，Ｓ）＝ Ｈ（Ｑ）－ Ｈ（Ｑ Ｓ）
＝ Ｈ（Ｑ）＋ Ｈ（Ｓ）－ Ｈ（Ｓ，Ｑ）
＝ Ｉ（Ｓ，Ｑ）． （１１）

　 　 互信息不是变量ｓ或ｑ的函数，而是联合概率
分布ｐｓｑ的函数． 从概率分布的直方图中估计ｐｓｑ通
常采用以下方法：设在ｓ，ｑ平面上点（ｓ，ｑ）处的一个
大小为ΔｓΔｑ的盒子，那么有

Ｐ ｓｑ ＝
Ｎ ｓｑ
Ｎ ｔｏｔａｌ
ΔｓΔｑ， （１２）

其中Ｎｓｑ，Ｎ ｔｏｔａｌ分别是盒子中点的数目和总点数．
对于一般情况，互信息为

Ｉｎ（Ｘ０，Ｘ１，…，Ｘｎ）
＝

ｊ
［Ｈ（Ｘｊ）－ Ｈ（Ｘ０，Ｘ１，…，Ｘｎ）］． （１３）

如果向量是一个延迟时间重构，则Ｉｎ（τ）第一次达
到最小值的时滞可作为相空间重构的时间延迟． 同
时如果ｎ足够大则Ｉｎ（τ）应该是单调递减，并且
Ｉ（ｎ）
ｎ
能很好地估计出系统熵．
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４ 用ＣＡＯ方法确定最佳嵌入维数
　 　 ＣＡＯ在别人工作的基础上提出了计算最小嵌
入维的方法． ＣＡＯ方法可以按照如下步骤实现．

在ｄ维空间中，每一个相点矢量为Ｘ（ｉ）＝
｛ｘ（ｉ），ｘ（ｉ ＋ τ），…，ｘ（ｉ ＋ （ｄ － １）τ）｝，都有一个某
距离内的最邻近点ＸＮＮ（ｉ），其距离为Ｒｄ（ｉ），则
Ｒ２ｄ（ｉ）＝ ‖Ｘ（ｉ）－ ＸＮＮ（ｉ）‖２

＝
ｄ

ｊ ＝ １
ｘ［ｉ ＋ （ｊ － １）τ］－ ｘＮＮ［ｉ ＋ （ｊ － １）τ{ }］２ ．

（１４）
　 　 当相空间的维数增加到ｄ ＋ １维时，这两个相点
的距离就会发生变化，两者的距离成为Ｒｄ ＋ １（ｉ），
且有
Ｒ２ｄ ＋１（ｉ）＝

ｄ ＋１

ｊ ＝ １
ｘ ｉ ＋ （ｊ － １）[ ]τ － ｘＮＮ ｉ ＋ （ｊ － １）[ ]{ }τ ２

＝ Ｒ２ｄ（ｉ）＋ ｘ（ｉ ＋ τｄ）－ ｘＮＮ（ｉ ＋ τｄ）２ ．

（１５）
　 　 由ｄ增加１而引起的两邻近点间距离的变化是
Ｒ２ｄ ＋１（ｉ）－ Ｒ２ｄ（ｉ[ ]）１ ／ ２ ＝ ｘ（ｉ ＋ τｄ）－ ｘＮＮ（ｉ ＋ τｄ） ．

（１６）
可见，如果两邻近点距离不随维数ｄ增大而变化，即
Ｒｄ ＋ １（ｉ）＝ Ｒｄ（ｉ），则邻近点是真实的；如果Ｒｄ ＋ １（ｉ）
比Ｒｄ（ｉ）大很多，可以认为这是由于高维混沌吸引
子中两个不相邻的点投影到低维轨道上时变成相
邻的两点造成的，因此这样的邻点是虚设的，令

ａ１（ｉ，ｄ）＝ ｘ（ｉ ＋ τｄ）－ ｘＮＮ（ｉ ＋ τｄ）
Ｒｄ（ｉ） ，（１７）

若ａ１（ｉ，ｄ）＞ Ｒ τ，则ＸＮＮ（ｉ）是Ｘ（ｉ）的伪邻近点，阈
值Ｒ τ 可在［１０，５０］之间选取． （１７）式代入Ｒｄ（ｉ）后
为如下形式：

ａ１（ｉ，ｄ）＝ ｘ（ｉ ＋ τｄ）－ ｘ
ＮＮ（（ｉ ＋ τｄ）

‖Ｘｄ（ｉ）－ ＸＮＮｄ （ｉ）‖
． （１８）

ＣＡＯ将上式改写为
ａ２（ｉ，ｄ）＝ ‖

Ｘｄ＋１（ｉ）－ ＸＮＮｄ ＋１（ｉ）‖
‖Ｘｄ（ｉ）－ ＸＮＮｄ （ｉ）‖

， （１９）

其中Ｘｄ（ｉ）和ＸＮＮｄ （ｉ）为ｄ维空间的第ｉ个向量和它
的最邻近点，Ｘｄ ＋ １（ｉ）和ＸＮＮｄ ＋ １（ｉ）是ｄ ＋ １维相空间的
第ｉ个向量和它的最邻近点．

定义

Ｅ（ｄ）＝ １
Ｎ － ｄτ

Ｎ －ｄτ

ｉ ＝ １
ａ２（ｉ，ｄ），

Ｅ１（ｄ）＝ Ｅ（ｄ ＋ １）／ Ｅ（ｄ）． （２０）
　 　 如果时间序列是确定的，则嵌入维数是存在
的，即Ｅ１（ｄ）将在ｄ大于某一特定值ｄ０ 时不再变
化． 若时间序列是随机信号，则Ｅ１（ｄ）应逐渐增加，
但在实际应用中不容易判断有限长序列Ｅ１（ｄ）究竟
是在缓慢变化还是已经稳定，因此，补充一个判断
准则为
Ｅ（ｄ）＝ １

Ｎ － ｄτ
Ｎ －ｄτ

ｉ ＝ １
ｘ（ｉ ＋ τｄ）－ ｘＮＮ（ｉ ＋ τｄ），

Ｅ２（ｄ）＝ Ｅ（ｄ ＋ １）／ Ｅ（ｄ）． （２１）
对于随机序列，数据间没有相关性，即不具备可预
测性，Ｅ２（ｄ）将始终为１；对于确定性序列，数据之间
的相关关系是依赖于嵌入维数ｄ值变化的，总存在
一些ｄ值使得Ｅ２（ｄ）不等于１．

５ 数值验证
　 　 考虑Ｌｏｒｅｎｚ［１０］方程

ｘ·＝ σ（ｙ － ｘ），
ｙ·＝ ｒｘ － ｙ － ｘｚ，
ｚ·＝ － ｂｚ ＋ ｘｙ，

（２２）

取σ ＝ １６，ｂ ＝ ４，ｒ ＝ ４５ ９２． 用ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ方法求解
方程（２２），步长ｈ ＝ ０ ０１，去除暂态过程，得变量的
一个３００００个点数值解． 图１（ａ）是Ｌｏｒｅｎｚ系统的
互信息函数Ｉ（τ）随延迟时间τ的变化关系图，图中
看出，在τ ＝ １０时，Ｉ（τ）出现第一个极小值，故可得
延迟时间为τ ＝ １０；图１（ｂ）是根据ＣＡＯ方法所取得
的最佳嵌入维数． 图中Ｅ１，Ｅ２ 都在ｄ大于３时不再
变化，所以取得最佳嵌入维数为３，这与方程（２２）相
符合；图１（ｃ）是Ｌｏｒｅｎｚ吸引子在ｘｙ平面上的投影
图；图１（ｄ）是延迟时间τ ＝ １０时变量ｘ的重构吸引
子；图１（ｅ）为τ ＝ １时变量ｘ的重构吸引子；图１（ｆ）
为τ ＝ ３０时变量ｘ的重构吸引子． 显然，τ ＝ １０时的
重构图最能反映图１（ｃ）Ｌｏｒｅｎｚ系统吸引子的双圈
拓扑结构．

再考虑以下Ｄｕｆｆｉｎｇ方程［１］：
ｘ̈ ＋ δｘ·－ ａｘ（１ － ｘ２）＝ Ｆｃｏｓ（ｔ）， （２３）

令ｙ ＝ ｘ·，选取ｘ，ｙ为状态变量，上式的动力学方
程为
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图１　 σ ＝ １６，ｂ ＝ ４，ｒ ＝ ４５ ９２的Ｌｏｒｅｎｚ系统　 （ａ）互信息函数Ｉ（τ）；（ｂ）最佳嵌入维数；（ｃ）Ｌｏｒｅｎｚ吸引子投影图；（ｄ）τ ＝ １０；（ｅ）τ ＝ １；（ｆ）
τ ＝ ３０

ｘ·＝ ｙ，
ｙ·＝ － δｙ ＋ ａｘ（１ － ｘ２）＋ Ｆｃｏｓ（ｔ）． （２４）

取δ ＝ ０ ０５，ａ ＝ ０ ０７，Ｆ ＝ ７ ５． 用４阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ
方法求解方程（２４），步长ｈ ＝ ０ ０１，去除暂态过程，
得变量的一个３００００ 个点数值解． 图２ （ａ）是
Ｄｕｆｆｉｎｇ系统的互信息函数Ｉ（τ）随延迟时间τ的变
化关系图，图中看出，在τ ＝ １０时，Ｉ（τ）出现第一个
极小值，故可得延迟时间为τ ＝ １０；图２（ｂ）是根据
ＣＡＯ方法所取得的最佳嵌入维数． 图中Ｅ１，Ｅ２ 都在

ｄ大于２时不再变化，所以取得最佳嵌入维数为２，
这与方程（２４）相符合；图２（ｃ）是Ｄｕｆｆｉｎｇ吸引子在
ｘｙ平面上的投影图；图２（ｄ）是延迟时间τ ＝ １０时
变量ｘ的重构吸引子；图２（ｅ）为τ ＝ １时变量ｘ的
重构吸引子；图２（ｆ）为τ ＝ ３０时变量ｘ的重构吸引
子． 显然，τ ＝ １０ 时的重构图最能反映图２（ｃ）
Ｄｕｆｆｉｎｇ系统吸引子的混沌特性．

最后考虑Ｒｏｓｓｌｅｒ［３］方程
ｘ·＝ － （ｙ ＋ ｚ），
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图２　 δ ＝ ０ ０５，ａ ＝ ０ ０７，Ｆ ＝ ７ ５的Ｄｕｆｆｉｎｇ系统　 （ａ）互信息函数Ｉ（τ）；（ｂ）最佳嵌入维数；（ｃ）Ｄｕｆｆｉｎｇ吸引子投影图；（ｄ）τ ＝ １０；（ｅ）τ ＝ １；
（ｆ）τ ＝ ３０

ｙ·＝ ｘ ＋ ｄｙ，
ｚ·＝ ｅ ＋ ｚ（ｘ － ｆ）． （２５）

取ｄ ＝ ０ ２，ｅ ＝ ０ ２，ｆ ＝ ０ ５． 用４阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ方法
求解方程（２５），步长ｈ ＝ ０ ０１，去除暂态过程，得变
量的一个３００００个点数值解． 图３（ａ）是Ｒｏｓｓｌｅｒ系
统的互信息函数Ｉ（τ）随延迟时间τ的变化关系图，
计算得出，图中在τ ＝ ３０时，Ｉ（τ）出现第一个极小
值，故可得延迟时间为τ ＝ ３０；图３（ｂ）是根据ＣＡＯ
方法所取得的最佳嵌入维数． 图中Ｅ１，Ｅ２ 都在ｄ大
于３时不再变化，所以取得最佳嵌入维数为３，这与

方程（２５）相符合；图３（ｃ）是Ｒｏｓｓｌｅｒ吸引子在ｘｙ
平面上的投影图；图３（ｄ）是延迟时间τ ＝ ３０时变量
ｘ的重构吸引子；图３（ｅ）为τ ＝ １时变量ｘ的重构吸
引子；图３（ｆ）为τ ＝ ５０时变量ｘ的重构吸引子． 显
然，τ ＝ ３０时的重构图最能反映图３（ｃ）Ｒｏｓｓｌｅｒ系统
吸引子的单圈结构．

６ 结 论
基于混沌理论中重构相空间的延迟时间τ和嵌
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图３　 ｄ ＝ ０ ２，ｅ ＝ ０ ２，ｆ ＝ ０ ５的Ｒｏｓｓｌｅｒ系统　 （ａ）互信息函数Ｉ（τ）；（ｂ）最佳嵌入维数；（ｃ）Ｒｏｓｓｌｅｒ吸引子投影图；（ｄ）τ ＝ ３０；（ｅ）τ ＝ １；（ｆ）
τ ＝ ５０

入维数ｄ两个参数的选取不相关的观点，提出了先用
互信息函数法来确定延迟时间τ，然后再用ＣＡＯ方法
来确定嵌入维数ｄ的思路． 为了验证该方法的有效
性，对Ｌｏｒｅｎｚ型、Ｄｕｆｆｉｎｇ型和Ｒｏｓｓｌｅｒ型这３种典型的

混沌动力学系统进行数值验证，比较了重构吸引子的
几何形状和原吸引子之间的相似性、延迟时间选取不
同所产生的差异性． 结果表明该方案能够确定出相
空间重构的有效延迟时间和最佳嵌入维数．
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