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　 　 针对传统统计反演算法在雷达回波反演海洋波导（ＲＦＣ）方面计算量过大的问题，提出一种变分伴随正则化物
理反演算法．在变分伴随方法中分别导出切线性模式、伴随方程及伴随边界条件、伴随方程求解表达式、以及泛函
梯度的数学表达形式；讨论了伴随方法求泛函梯度对复方程如何协调的问题．考虑到雷达电磁波传播的特征，选择
了适当的正则化项来解决反演中的不适定问题．最后给出反演算法实施中的迭代格式．
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国家自然科学基金（批准号：４０７７５０２５）资助的课题．
 Ｅｍａｉｌ：１９９９４０３５＠ ｓｉｎａ． ｃｏｍ
通讯联系人． Ｅｍａｉｌ：ｈｕａｎｇｓｘｐ＠ ｙａｈｏｏ． ｃｏｍ． ｃｎ

１ 引 言
对雷达电磁波覆盖范围内的大气折射率廓线

进行估计（ｒｅｆｒａｃｔｉｖｉｔｙ ｆｒｏｍ ｃｌｕｔｔｅｒ，ＲＦＣ），它属于反
问题研究领域中新的课题［１，２］，目前求解该反问题
的方法主要是统计反演［３—１４］．主要有以下方法：用
ＳＡ ／ ＧＡ方法；ＢａｙｅｓｉａｎＭＣＭＣ方法，或其他统计反
演方法． ＲＦＣ问题通常归结为环境参数的非线性最
优化问题．当环境参数较多时，计算量往往很大，很
费机时．因此必须选择高效的优化算法；另一方面，
用Ｍａｒｋｏｖ Ｃｈａｉｎ Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ取样方法进行不确定
性分析时，需要计算均值、方差、条件概率等物理
量，它们需要计算多元函数的积分．多元函数的积
分通常化为数值积分．为了保证近似值收敛于真实
值，取样点数往往很大．如果参数较多，计算量将是
非常巨大的．在今后的研究工作中发展物理反演算
法，提高反演速度，是变分伴随正则化方法是本文
的目标．

利用ＲＦＣ技术反演大气折射率参数属于反演
参数严重不适定的反问题．采用变分同化反问题的
方法反演海洋波导，涉及到许多本质上的困难，其
一，地形抛物型方程及其边界条件是以复方程形式

给出的，以往变分伴随方程都针对实方程，如果把
复方程化为实方程组，又与求解复方程的Ｆｏｕｒｉｅｒ
ＳｐｌｉｔＳｔｅｐ方法不协调．其二，建立的泛函是实形式，
如何才能与复方程相匹配．其三，如何协调复方程
的伴随方法求泛函梯度问题．其四，泛函中的观测
量功率因子损耗，与复方程的功率因子损耗解之间
存在复杂的非线性关系，而泛函本身又相当复杂．
为了克服问题的不适定性，需要引进正则化项．

本文利用变分伴随方法，结合数学物理中反问
题正则化，从雷达回波资料中反演海洋波导．设计
一种可减小计算量的快速算法，同时希望具有较高
精度，又能克服反演中的不适定性，尽可能滤去高
频的噪声，为实际应用雷达反演波导提供理论基础
与技术保证．

２ 目标泛函和雷达地型抛物方程切线
性模式

　 　 作为正演模式，雷达电磁波传播的地型抛物方
程［１５］可写成

２Ｕ（ｘ，ｚ）
ｚ２

＋ ２ｉｋ０
Ｕ（ｘ，ｚ）
ｘ

＋ ｋ２０（ｍ２ － １）Ｕ（ｘ，ｚ）＝ ０，
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Ｕ ｜ ｘ ＝ ０ ＝ φ（ｚ），
Ｕ ｜ ｚ ＝ ０ ＝ ０，

（１）
其中Ｕ（ｘ，ｚ）为电磁波的场强，ｋ０ 是自由空间的波
数，ｍ是模式中的反演参数．

利用Ｕ（ｘ，ｚ）的观测资料Ｐ ｏｂｓｒ 对未知参量ｍ进
行反演．目标泛函取成［１６］

Ｊ［ｍ］＝ １
２ ∫Ω（Ｌ（Ｕ）－ Ｐ ｏｂｓｒ ）ｄｘｄｚ ＝ ｍｉｎ，（２ａ）

其中Ｌ（Ｕ）为由地型抛物方程计算出的电磁波传播
损耗值，积分域为电磁波传播的平面空间，分别为
（０，Ｘ）和（０，Ｚ），Ｐ ｏｂｓｒ 为观测到的电磁波传播损耗
值．当泛函Ｊ越小，反演值与观测值的一致程度越
高；同时说明模式的参数越准确．反演的最终目的
是使未知参量在满足正演模式（１）式条件下，目标
泛函（２ａ）达到极小值．

当待反演的参量中含有模式参数时，反演往往
是不适定的．此时，用（２ａ）式形式的目标泛函不能
很好地反演模式参数．为了克服问题的不适定性所
带来的困难，可以利用数学物理中反问题的正则化
方法，即在目标泛函（２ａ）中引入稳定泛函及正则化
参数．具体步骤如下：

Ｊ［ｍ］＝ １
２ ∫Ω（Ｌ（Ｕ）－ Ｐ ｏｂｓｒ ）ｄｘｄｚ
＋ γ
２ ∫Ω Ｕｚ

２

ｄｘ

＝ Ｊ０ ＋ Ｊ１， （２ｂ）
其中γ

２ ∫ Ω Ｕｚ
２

ｄｘ称为稳定泛函，γ称为正则化参
数．当γ给定后，反演问题变为求未知参量的值，使
得目标泛函（２ｂ）达到极小值．考虑到电磁波传播损
耗随距离的变化呈指数的衰减形式，可在（２ｂ）式中
引入观测值权重函数，目标泛函进一步写成

Ｊ［ｍ］＝ １
２ ∫
Ω

ｅ － βｘ（Ｌ（Ｕ）－ Ｐ ｏｂｓｒ ）ｄｘｄｚ

＋ γ
２ ∫
Ω

Ｕ
ｚ

２

ｄｘ

＝ Ｊ０ ＋ Ｊ１， （２ｃ）
ｅ － βｘ为观测值权重函数，在不同的极小化算法中（如
最速下降法、牛顿下山法及拟牛顿下山法、共轭梯
度法等），必须计算Ｊ对各调整参数的梯度．可以用
变分伴随方法获得这个梯度．
　 　 定义内积

〈ｆ，ｇ〉＝ ∫
Ω

ｆ ｇ—ｄΩ ＝ ∫
Ｚ

０
∫
Ｘ

０

ｄｘｄｚ，

对反演参数作扰动
ｍ → ｍ ＋ αｍ^  珟ｍ， （３）

相应地有
Ｕ → Ｕ ＋ αＵ^  Ｕ

～
．

也就是说，ｍ对应的解为Ｕ，ｍ ＋ αｍ^对应的解为Ｕ
＋ α Ｕ^．记

ｍ^ ＝ ｌｉｍ
α→０

珟ｍ － ｍ
α
， （４）

Ｕ^ ＝ ｌｉｍ
α→０

Ｕ
～
－ Ｕ
α
． （５）

将（３）式代入（１）式可导出地型抛物方程的线性切
模式

２ Ｕ^（ｘ，ｚ）
ｚ２

＋ ２ｉｋ０
Ｕ^（ｘ，ｚ）
ｘ

＋ ｋ２０（ｍ２ － １）Ｕ^（ｘ，ｚ）＋ ２ｋ２０Ｕｍｍ^ ＝ ０，
Ｕ^ ｜ ｘ ＝ ０ ＝ φ（ｚ），
Ｕ^ ｜ ｚ ＝ ０ ＝ ０ ．

（６）

３ 泛函导数
　 　 Ｌ（Ｕ）可以写成
Ｌ（Ｕ）＝２０ｌｏｇ１０ ４πｒ( )λ － ２０ｌｏｇ１０槡ｘ ｜ Ｕ（ｘ，ｚ）｜，（７）

记
Ａ ＝ ２０ｌｏｇ１０

４πｒ( )λ － ２０ｌｏｇ１０槡ｘ，

Ｂ ＝ １０
ｌｎ１０
．

（７）式可写成
Ｌ（Ｕ）＝ Ａ － Ｂｌｎ ｜ Ｕ（ｘ，ｚ）｜ ２ ． （８）

　 　 对泛函（２ｃ）式求导．首先计算Ｊ０ 部分，得到Ｊ０
的梯度为
Ｊ′０［ｍ；^ｍ］

＝ ｌｉｍ
α→０

１
２ ∫
Ω

（Ｌ（珘Ｕ）－ Ｐｏｂｓｒ ）２ － （Ｌ（Ｕ）－ Ｐｏｂｓｒ ）２
α

ｅ －βｘｄΩ

＝ １
２ ∫
Ω

（Ｌ（Ｕ）－ Ｐｏｂｓｒ ）ｅ －βｘ ｌｉ ｍ
α→０

１
α
（Ｌ（珘Ｕ）－ Ｌ（Ｕ））ｄΩ，

（９）
其中

ｌｉｍ
α→０

１
α
（Ｌ（Ｕ～）－ Ｌ（Ｕ））

＝ － Ｂ ｌｉｍ
α→０

１
α
（ｌｎ ｜ Ｕ～ ｜ ２ － ｌｎ ｜ Ｕ ｜ ２）． （１０）
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（１０）式可进一步简化成
ｌｉｍ
α→０

１
α
（Ｌ（Ｕ～）－ Ｌ（Ｕ））

＝ － １０
ｌｎ１０

ｌｉｍ
α→０

１
α
（ｌｎ ｜ Ｕ～ ｜ ２ － ｌｎ ｜ Ｕ ｜ ２）

＝ － １０
ｌｎ１０

ｌｉｍ
α→０

１ (α ｌｎ［（Ｕ１ ＋ αＵ^１）２

＋ （Ｕ２ ＋ αＵ^２）２］
－ （Ｕ２１ ＋ Ｕ２２ )） １

｜ Ｕ ｜ ２

＝ － １０
ｌｎ１０

１
｜ Ｕ ｜ ２

２（Ｕ１ Ｕ^１ ＋ Ｕ２ Ｕ^２）

＝ － ２Ｂ １
｜ Ｕ ｜ ２

Ｒｅ （ＵＵ^—）． （１１）
于是，得到Ｊ０ 泛函的梯度
Ｊ′０［ｍ；^ｍ］＝ Ｒｅ〈－ ２Ｂ （Ｌ（Ｕ）－ Ｐ ｏｂｓｒ ）Ｕ｜ Ｕ ｜ ２

ｅ － βｘ，Ｕ^〉．
（１２）

再计算Ｊ１ 部分． Ｊ１ 的梯度为

Ｊ′１［ｍ；^ｍ］＝ ｌｉｍ
α→０

γ
２ ∫
Ω

１
α

Ｕ^
ｚ

２

－ Ｕ
ｚ[ ]

２

ｄΩ

＝ γＲｅ∫
Ω

Ｕ
ｚ
Ｕ^
—

ｚ
ｄΩ

＝ γＲｅ∫
Ｈ

０
∫
Ｌ

０

Ｕ
ｚ
Ｕ^
—

ｚ
ｄｘｄｚ

＝ γＲｅ∫
Ｌ

０

Ｕ
ｚ
Ｕ^
— ｚ ＝ Ｈ

ｚ ＝ ０

－ γＲｅ∫
Ｈ

０
∫
Ｌ

０

２Ｕ
ｚ２
Ｕ^
—
ｄｘｄｚ． （１３）

利用Ｕ^ ｚ ＝ ０ ＝ ０和海绵边界条件Ｕｚ ｜ ｚ ＝ Ｈ ＝ ０，可将
（１３）式写成

Ｊ′１［ｍ；^ｍ］＝ － γＲｅ∫
Ｈ

０
∫
Ｌ

０

２Ｕ
ｚ２
Ｕ^
—
ｄｘｄｚ

＝ Ｒｅ〈－ γ ２Ｕｚ２ ，Ｕ^〉． （１４）
由（１２）和（１４）式得到

Ｊ′［ｍ；^ｍ］＝ Ｒｅ〈－ ２Ｂ （Ｌ（Ｕ）－ Ｐ ｏｂｓｒ ）Ｕ｜ Ｕ ｜ ２
ｅ － βｘ

－ γ 
２Ｕ
ｚ２
，Ｕ^〉

＝ Ｒｅ〈ｇ（Ｕ），Ｕ^〉

＝ Ｒｅ〈ｍ Ｊ，^ｍ〉， （１５）

其中，ｇ（Ｕ）＝ － ２Ｂ （Ｌ（Ｕ）－ Ｐ
ｏｂｓ
ｒ ）Ｕ

｜Ｕ ｜ ２
ｅ － βｘ － γ 

２Ｕ
ｚ２
．

４ 导出伴随及伴随边界条件，求出泛
函梯度的表达形式

　 　 用Ｐ分别乘以（６）式中第一式的各项，然后在
区域（０，Ｌ）×（０，Ｈ）上进行积分，可以得到

〈Ｐ，２ Ｕ^（ｘ，ｚ）ｚ２ 〉＋ 〈Ｐ，２ｉｋ０ Ｕ^（ｘ，ｚ）ｘ 〉
＋ 〈Ｐ，ｋ２０（ｍ２ － １）Ｕ^（ｘ，ｚ）〉
＋ 〈Ｐ，２ｋ２０Ｕｍｍ^〉＝ ０， （１６）

（１６）中的第一项可以写成

〈Ｐ，２ Ｕ^（ｘ，ｚ）ｚ２ 〉
＝ ∫
Ｈ

０
∫
Ｌ

０

Ｐ 
２ Ｕ^
—

ｚ２
ｄｘｄｚ

＝ ∫
Ｌ

０

ｄｘ Ｐ 
２ Ｕ^
—

ｚ２
ｚ ＝ Ｈ

ｚ ＝ ０

－ ∫
Ｈ

０

Ｐ
ｚ
Ｕ^
—

ｚ
ｄ( )ｚ

＝ ∫
Ｌ

０

ｄｘ Ｐ Ｕ^
—

ｚ
－ Ｐ
ｚ
Ｕ^[ ]—

ｚ ＝ Ｈ

ｚ ＝ ０

＋ 〈２Ｐｚ２，Ｕ^〉， （１７）
第二项可以写成

〈Ｐ，２ｉｋ０ Ｕ^（ｘ，ｚ）ｘ 〉
＝ ∫
Ｈ

０
∫
Ｌ

０

Ｐ － ２ｉｋ０
Ｕ^
—

( )ｘ ｄ ｘｄｚ

＝ ∫
Ｈ

０

（－ ２ｉｋ０ＰＵ^
—
｜ ｘ ＝ Ｌｘ ＝ ０）ｄｚ

＋ 〈２ｉｋ０ Ｐｘ，Ｕ^〉， （１８）
第三项

〈Ｐ，ｋ２０（ｍ２ － １）Ｕ^（ｘ，ｚ）〉
＝〈ｋ２０（ｍ２ － １）Ｐ，Ｕ^〉， （１９）

〈Ｐ，２ｋ２０Ｕｍｍ^〉
＝〈２ｋ２０Ｕ ｙ—ｍＰ，^ｍ〉， （２０）
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于是

〈２Ｐｚ２ ＋ ２ｉｋ０ Ｐｘ ＋ ｋ２０（ｍ２ － １）Ｐ，Ｕ^〉
＋ 〈２ｋ２０Ｕ—ｍＰ，^ｍ〉

＋ ∫
Ｌ

０

ｄｘ Ｐ Ｕ^
—

ｚ
－ Ｐ
ｚ
Ｕ^[ ]—

ｚ ＝ Ｈ

ｚ ＝ ０

＋ ∫
Ｈ

０

（－ ２ｉｋ０ＰＵ^
— ｘ ＝ Ｌ

ｘ ＝ ０

）ｄｚ ＝ ０ ． （２１）
　 　 以下开始处理伴随方程的边界条件． Ｕ在ｚ ＝ Ｈ
处设置海绵边界条件，Ｐ的共轭边界条件是

Ｐ ｜ ｚ ＝ Ｈ ＝ ０，
Ｐ
ｚ
｜ ｚ ＝ Ｈ ＝ ０，

Ｐ ｜ ｚ ＝ ０ ＝ ０，
Ｐ ｜ ｘ ＝ Ｌ ＝ ０， （２２）

所以有

Ｐ Ｕ^
—

ｚ
－ Ｐ
ｚ
｜ ｚ ＝ Ｈ ＝ ０， （２３）

Ｐ Ｕ^
—

ｚ
－ Ｐ
ｚ
｜ ｚ ＝ ０ ＝ ０， （２４）

－ ２ｉｋ０ＰＵ^
—
｜ ｘ ＝ Ｌ ＝ ０， （２５）

－ ２ｉｋ０ＰＵ^
—
｜ ｘ ＝ ０ ＝ ０， （２６）

于是内积

〈２Ｐｚ２ ＋ ２ｉｋ０ Ｐｘ ＋ ｋ２０（ｍ２ － １）Ｐ，Ｕ^〉
＝〈－ ２ｋ２０Ｕ—ｍＰ，^ｍ〉． （２７）

对（２７）式两边取实部，得到
Ｒｅ〈２Ｐｚ２ ＋ ２ｉｋ０ Ｐｘ ＋ ｋ２０（ｍ２ － １）Ｐ，Ｕ^〉
＝ Ｒｅ〈－ ２ｋ２０Ｕ—ｍＰ，^ｍ〉． （２８）

从（１５）式和（２８）式，得到
２Ｐ
ｚ２
＋ ２ｉｋ０

Ｐ
ｘ
＋ ｋ２０（ｍ２ － １）Ｐ

＝ ｇ（Ｕ），
Ｐ ｜ ｚ ＝ ０ ＝ ０，
Ｐ ｜ ｘ ＝ Ｌ ＝ ０ ． （２９）

（２８）和（２９）式得到
Ｒｅ〈ｇ（Ｕ），Ｕ^〉＝ Ｒｅ〈－ ２ｋ２０Ｕ—ｍＰ，^ｍ〉

＝ － ２ｋ２０ｍ∫
Ｌ

０

Ｒｅ（Ｕ—Ｐ）ｄｘ， （３０）

由于（１５）中Ｒｅ〈ｇ（Ｕ），Ｕ^〉＝ Ｒｅ〈ｍ Ｊ，^ｍ〉，从
Ｊ′（ｍ）＝ 〈ｍ Ｊ，^ｍ〉

及（１５）和（３０）式，得到

ｍ Ｊ ＝ － ２ｋ
２
０ｍ∫

Ｌ

０

Ｒｅ（Ｕ—Ｐ）ｄｘ． （３１）
与Ｕ相类似，Ｐ在Ｈ处也满足海绵边界．

５ 伴随方程的Ｆｏｕｒｉｅｒ求解
　 　 由于Ｐ ｜ ｚ ＝ ０ ＝ ０，可对Ｐ实施奇延拓，然后在［０，
Ｈ］区间进行Ｆｏｕｒｉｅｒ变换

Ｐ^ ≡Ｆ［Ｐ（ｘ，ｚ）］

＝ － ２ｉ∫
Ｈ

０

Ｐ（ｘ，ｚ）ｓｉｎｐｚｄｚ． （３２）
假设ｚ ＝ Ｈ伴随边界为海绵边界

Ｆ 
２Ｐ
ｚ[ ]２ ＝ － ｐ２ Ｐ^， （３３）

对伴随方程（２９）式进行Ｆｏｕｒｉｅｒ变换

－ ｐ２ Ｐ^ ＋ ２ｉｋ０
ｄＰ^
ｄｘ
＋ ｋ２０（ｍ２ － １）Ｐ^ ＝ ｇ^（Ｕ），（３４）

（３４）式可改写成
ｄ
ｄｘ ｅ

－
ｉ［ｋ２０（ｍ２ －１）－ ｐ２］

２ｋ０
ｘＰ[ ]＾

＝ － ｉ
２ｋ０
ｇ^（Ｕ）ｅ －

ｉ［ｋ２０（ｍ２ －１）－ ｐ２］
２ｋ０

ｘ， （３５）
从ｘｋ 积分到ｘｋ ＋ １

ｅ －
ｉ［ｋ２０（ｍ２ －１）－ ｐ２］

２ｋ０
ｘｋ －１ Ｐ^（ｘｋ －１，ｐ）

－ ｅ －
ｉ［ｋ２０（ｍ２ －１）－ ｐ２］

２ｋ０
ｘｋ Ｐ^（ｘｋ，ｐ）

＝ － ｉ
２ｋ０ ∫

ｘｋ －１

ｘｋ

ｅ －
ｉ［ｋ２０（ｍ２ －１）－ ｐ２］

２ｋ０
τ ｇ^（Ｕ）ｄτ， （３６）

于是
Ｐ^（ｘｋ －１，ｐ）

＝ ｅ －
ｉ［ｋ２０（ｍ２ －１）－ ｐ２］

２ｋ０
（ｘｋ － ｘｋ －１）Ｐ^（ｘｋ，ｐ）

＝ － ｉ
２ｋ０ ∫

ｘｋ －１

ｘｋ

ｅ －
ｉ［ｋ２０（ｍ２ －１）－ ｐ２］

２ｋ０
（τ － ｘｋ －１）ｇ^（Ｕ）ｄτ． （３７）

对（３７）式实施Ｆｏｕｒｉｅｒ逆变换，记δｘｋ ＝ ｘｋ － ｘｋ － １ ＞ ０，
（３７）式写成

Ｐ（ｘｋ －１，ｚ） ＝ ｅｘｐ － ｉ２ ｋ０（ｍ
２ － １）δｘ[ ]ｋ Ｆ －１

× ｅｘｐ ｉｐ
２

２ｋ０
δｘｋＦ（Ｐ（ｘｋ，ｚ[ ]））
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－ ｉ
２ｋ０ ∫

ｘｋ －１

ｘｋ

Ｆ － [１ (ｅｘｐ －
ｉ［ｋ２０（ｍ２ － １）－ ｐ２］

２ｋ０

× （τ － ｘｋ －１ )） ｇ^（Ｕ ]） ｄτ． （３８）
因为δｘｋ 很小，对（３８）式进行简化
Ｐ（ｘｋ －１，ｚ）＝ ｅｘｐ － ｉ２ ｋ０（ｍ

２ － １）δｘ[ ]ｋ Ｆ －１

× ｅｘｐ ｉｐ
２

２ｋ０
δｘｋＦ（Ｐ（ｘｋ，ｚ[ ]））

＋ ｉ
２ｋ０
ｅｘｐ －

ｉ（ｋ２０（ｍ２ － １））
２ δｘ[ ]ｋ Ｆ －１

× ｅｘｐ ｉｐ
２

２ｋ０
δｘ( )ｋ ｇ^（Ｕ[ ]）δｘｋ， （３９）

（３９）式就是计算伴随方程的最后表达式．

６ 反演算法迭代格式
　 　 在求出ｍ参数变量的泛函梯度之后，选择合适
的下降算法（文中采用了ＬＢＦＧＳ方法），对ｍ参数
变量进行迭代

ｍ（ｋ ＋１） ＝ ｍ（ｋ） － （ｍ Ｊ） ｍ（ｋ）·ρ（ｋ）， （４０）

可以获得所求的参数值．其中，ｍ（ｋ）是第ｋ次的估计
值；ρ（ｋ）为第ｋ次迭代步长，它的具体数值由所选定
的下降算法决定．

伴随方法对模式参数进行反演的几个步骤
如下：

第一步：给出ｍ参数变量的初值．
第二步：将参数变量代入正演模式方程（１）进

行积分，获得预报值Ｕ（ｘ，ｚ），并加以存贮．
第三步：利用（１５）式，从Ｕ（ｘ，ｚ）求出ｇ（Ｕ）；将

ｇ（Ｕ）代入伴随模式方程（１６）；利用Ｆｏｕｒｉｅｒ变换可
求得伴随值Ｐ，参见（２９）式；进一步用（３１）式计算
ｍ Ｊ的泛函梯度值．

第四步：利用适当的下降算法（文中采用Ｌ

ＢＦＧＳ方法），求出步长ρｋ ＋ １；按（４０）式对ｍ参数变
量进行更新．

按照（４０）式求参数变量ｍ的泛函梯度值．如果
满足程序终止条件（如达到所要求的收敛精度或是
虽未达到此精度，但迭代次数已达到事先预订的最
大迭代次数），终止程序；若不满足，利用新的ｍ参
数变量返回第二步开始新一轮的迭代循环．
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