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层流平衡相对论电子束束流特性的数值计算
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　 　 通过对层流平衡相对论电子的运动微分方程组进行数值求解，得到正则角动量在ｐθ ＝ ０，ｐθ ＝ ｃｏｎｓｔ．和ｐθ ∝ ｒ２
三种情况下，束流的传输特性．针对ｐθ ＝ ０的相对论实心电子束，利用数值求解得到了与解析方法一致的结果，从
而验证了数值方法的合理性；针对无法用解析方法求解的ｐθ ＝ ０环行电子束、ｐθ ＝ ｃｏｎｓｔ．和ｐθ ∝ ｒ２的情况，利用数
值方法得到了束流和空间极限电流关于波导、电子束结构和二极管电压等参数的变化规律及对轴向导引磁场的要
求．计算结果表明：当相对论电子束以层流平衡态传输时，环行束较实心束具有更高的空间极限电流和更低的轴向
导引磁场，且当阴极发射面与导引磁场的磁场线垂直时，维持电子束层流平衡所需的轴向导引磁场最低；电子束在
有限磁场导引下以层流平衡态传输时，空间极限电流明显大于无限大磁场导引下一维近似的情况．利用数值方法
对层流平衡相对论电子束进行理论研究，更全面地揭示了电子束在正则角动量满足不同条件时的束流特性，为设
计新型结构的高功率微波器件提供理论参考．
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国家高技术研究发展计划项目资助的课题．
 Ｅｍａｉｌ：ｌｊｏｆｎｕｄｔ＠ １６３． ｃｏｍ

１ 引 言
研究相对论电子束的传输特性，尤其是电子束

的空间极限电流对设计高功率微波及自由电子激
光等器件具有重要的指导意义［１，２］．要实现电子束
在波导管内的传输，可以通过外加轴向导引磁场或
者在波导管填充等离子体背景的方法以中和电子
束空间电荷效应［３］．

Ｐｉｅｒｃｅ［４］及Ｂｅｎｎｅｔｔ［５］，Ａｌｆｖｅｎ［６］和Ｌａｗｓｏｎ［７］等
人分别对在填充等离子体的波导管内传输的非相
对论和相对论性电子束的束流特性进行了详细研
究；Ｋｉｒｓｔｅｉｎ等［８］对在轴向导引磁场约束下的非相对
论性电子束的束流特性进行了深入研究；而对相对
论性电子束的情况，国内外研究人员建立了多种物
理模型［３，９—１２］．其中，Ｒｅｉｓｅｒ［３］提出的层流平衡模型
是比较有代表性的物理模型之一．它根据电子径向
受力平衡和正则角动量守恒，得到电子速度分量满
足的自洽微分方程组，通过求解微分方程组，理论
上可以给出电子束层流平衡态传输时的束流特性
及对轴向导引磁场的要求．

层流平衡相对论电子束根据正则角动量ｐ θ 与
径向坐标分量ｒ的关系被分为三类，即ｐ θ ＝ ０，ｐ θ ＝
ｃｏｎｓｔ．和ｐ θ ∝ ｒ２ ．当实心电子束在圆柱波导内以层
流平衡态传输时即对应ｐ θ ＝ ０，环形电子束在圆柱
波导内以层流平衡态传输则对应ｐ θ ＝ ｃｏｎｓｔ．，环形
电子束在同轴波导内以层流平衡态传输时包含ｐ θ
＝ ０和ｐ θ ＝ ｃｏｎｓｔ． 两种情况，而ｐ θ∝ ｒ２则表示电子
束的阴极发射表面与导引磁场磁场线不垂直的
情况．

文献［３］指出仅ｐ θ ＝ ０的实心电子束电子运动
所满足的自洽微分方程组可以进行解析求解，而对
ｐ θ ＝ ０的环形束、ｐ θ ＝ ｃｏｎｓｔ．和ｐ θ∝ ｒ２的情况，在解
析求解微分方程组的时候遇到了困难．文献［１３］借
助数值方法，在文献［３］的理论研究基础上，对ｐ θ ＝
０的环形束和ｐ θ ＝ ｃｏｎｓｔ． 的环形束的束流特性及层
流平衡态对导引磁场的要求进行了求解，但是未对
空间极限电流关于波导和电子束几何参数以及电
参数的变化规律进行深入研究，而且没有研究ｐ θ ∝
ｒ２ 的电子束层流平衡束流特性．有关这方面的理论
分析，目前也未见报道．高功率微波器件中二极管
区常常浸没在外加导引磁场中，即对应正则角动量
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满足ｐ θ ＝ ｃｏｎｓｔ．或ｐ θ∝ ｒ２的情况，因此，研究这类电
子束束流特性对指导高功率微波器件设计具有重
要的参考价值．

本文提出一种求解层流平衡电子束运动微分
方程组的数值方法．首先通过求解ｐ θ ＝ ０的实心束
并与解析计算结果进行比较，验证数值方法的合理
性．然后对ｐ θ ＝ ０和ｐ θ ＝ ｃｏｎｓｔ． 的电子束的空间极
限电流关于波导和电子束几何参数及电参数的变
化规律以及ｐ θ ∝ ｒ２ 的层流平衡电子束的束流特性
进行了研究．最后比较了不同正则角动量条件的层
流平衡相对论性电子束的束流特性，并对电子束以
层流平衡态运动和在无限大磁场导引下运动的空
间极限电流进行了对比．数值计算有助于从理论上
加深了对轴向磁场导引下相对论性电子束传输特
性的了解．

２ 理论模型
层流平衡态是指电子束内所有电子以各自半

径恒定，且互不交叉的轨迹关于轴线作螺旋运动，
描述该运动的基本方程为
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其中ｖｚ和ｖθ分别表示电子轴向和角向运动速度，层
流平衡假设电子的径向速度ｖ ｒ ＝ ０；ｐ θ 表示正则角
动量，ｍ为电子静止质量，ｃ为真空光速；层流平衡
假设 ／ ｔ ＝ ０， ／ ｚ ＝ ０， ／ θ ＝ ０，因此方程中的微
分是对径向坐标分量求导数，即ｖ″ｚ ＝ ｄｄｒ（ｖ′ｚ） ＝
ｄ２ ｖｚ
ｄｒ２
，ｖ′ｚ ＝

ｄｖｚ
ｄｒ
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ｄｐｚ
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ｐ θ ＝ ０和ｐ θ ＝ ０ ５Ｂ ｓ ｒ２ｓ ＝ ｃｏｎｓｔ． 的层流平衡相
对论性电子束，满足ｐ′θ ＝ ０，ｒ ｓ，Ｂ ｓ 表示阴极半径及
轴向导引磁场在电子发射位置的磁场强度．因此微
分方程组简化为
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　 　 ｐ θ ＝ ｅＢ ｓ ｒ
２ ／（２α２）∝ ｒ２ 时，其中α是由器件实

际结构决定的描述电子束径向扩散或收缩的常数，
定义为α ＝ ｒ ／ ｒ ｓ，电子运动的微分方程组为
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　 　 微分方程（１）—（６）对实心束和环形束的边界
条件分别满足

ｖｚ（ｒ ＝ ０）＝ ｃ·（１ － γ －２０ ）１ ／ ２，
ｖ′ｚ（ｒ ＝ ０）＝ ０，ｖθ（ｒ ＝ ０）＝ ０， （７）
ｖｚ（ｒ ＝ ｒｃ）＝ ｃ·（１ － γ －２０ ）１ ／ ２，
ｖ′ｚ（ｒ ＝ ｒｃ）＝ ０，ｖθ（ｒ ＝ ｒｃ）＝ ０， （８）

其中ｒｃ 是环形束内径．另外一个边界条件ｖ′θ（ｒ ＝
０）和ｖ′θ（ｒ ＝ ｒｃ）则与波导壁电势Φ ｂ及电子束内外
径的电势比Φ０ ／ Φ ａ有关．其中Φ是定义的归一化电
势，满足

Φ ＝ ｅ
ｍｃ２
 ＝ γ － １ ． （９）

　 　 电子束与波导壁之间的电势满足
γ
γ０
＝
γ ａ
γ０
＋ γ２ａ
γ２０
－( )１ ｌｎ ｒ

ｒ( )
ｂ

，　 ｒｂ ≤ ｒ ≤ Ｒ．

（１０）
　 　 当给定波导壁电势Φ ｂ 、电子束内相对论因子
关系γ ａ ／ γ０ 及波导和电子束结构参数Ｒ，ｒｂ，由（９）
式和（１０）式可以确定出γｂ，γ ａ和γ０ ．将γ０代入边界
条件（７）和（８）式，并对ｖ′θ在一定范围内扫描，当微
分方程的解满足
γ（ｒ ＝ ｒｂ）＝ １ －

ｖ２θ（ｒｂ）＋ ｖ２ｚ（ｒｂ）
ｃ( )２

－１ ／ ２

＝ γ ａ

（１１）
时，则找到满足给定参数的微分方程初始条件，进
而求得电子的速度分布ｖｚ（ｒ），ｖθ（ｒ），并由下列关系
式，可以得到层流平衡时电子束的束流特性

γ（ｒ）＝ １ － ｖ
２
θ（ｒ）＋ ｖ２ｚ（ｒ）
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－１ ／ ２
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Ｉ ｓｏｌｉｄ ＝ ∫０
ｒｂ
２πｎ（ｒ）ｖｚ（ｒ）ｒｄｒ， （１４）

Ｉｈｏｌｌｏｗ ＝ ∫ｒ ｃ
ｒｂ
２πｎ（ｒ）ｖｚ（ｒ）ｒｄｒ． （１５）
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３ 分析与计算

３ １ ｐθ ＝ ０相对论性实心电子束

　 　 ｐ θ ＝ ０表示在电子的出射位置无轴向导引磁
场作用，因此这类源也被称作屏蔽式源．它是唯一
能进行解析求解的情况，因此用数值方法首先对屏
蔽式源产生的层流平衡电子束束流进行求解，通过
与解析计算的结果进行比较，以验证数值方法的合
理性．

由屏蔽式源产生的实心电子束以层流平衡态
传输时，电子的运动满足（３）式和（４）式．按照上一
节介绍的方法，并参照文献［３］和［１３］设定圆柱波
导半径Ｒ ＝ ３ ６ ｃｍ，实心电子束半径ｒｂ ＝ ３ ０ ｃｍ，在
波导壁归一化电势分别为Φ ｂ ＝ ３ ０和Φ ｂ ＝ ５ ０的
情况下，对微分方程组进行数值求解，并利用（１４）
式计算得到束流关于波导壁电势Φ ｂ 和电子束电势
参数Φ０ ／ Φ ａ 的变化规律如图１和图２所示．

图１和图２中实线所示为文献［３］中解析求解
的结果，虚线对应数值计算的结果．可以发现：数值
计算与解析求解的结果非常一致，因此证明了数值
方法的合理性．

图１　 ｐθ ＝ ０实心束的束流特性

３ ２ 正则角动量为常数的环形电子束
　 　 正则角动量为常数的环形电子束对应屏蔽式
（ｐ θ ＝ ０）或浸没式（ｐ θ ＝ ０ ５Ｂ ｓ ｒ２ｓ ＝ ｃｏｎｓｔ． ）两种
源．当环形束以层流平衡态传输时，电子的运动方
程满足（３）式和（４）式，可以看出正则角动量为常数

图２　 空间极限电流随波导壁电势的变化规律

的浸没式源，其电子出射处磁场强度Ｂ ｓ对电子束的
束流特性没有影响．结合利用（１５）式，数值求解得
到电子束束流特性如图３和图４所示．

图３　 正则角动量为常数的环形束束流特性

图４　 环形束空间极限电流随波导壁电势的变化规律
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　 　 图３所示为波导壁归一化电势为３ ０，波导半
径与电子束外径比为１ ２时，环形电子束内外径比
分别为０ ４，０ ８时，层流平衡束流随电子束电势参
数Φ０ ／ Φ ａ 的变化规律，束流曲线的最大值即对应该
结构和二极管电压下的空间极限电流．为进行比
较，图中虚线即为上一节所求得的实心束束流特
性．从图中容易看出：在二极管电压、波导和电子束
结构等参数相同的条件下，环形束较实心束具有更
高的传输束流，且束流随着电子束厚度的减小而
增加．

图４所示为内外径之比０ ４的环形束，其空间
极限电流关于波导壁归一化电势和结构参数的变
化规律．从图中容易看出：层流平衡相对论环形束
的空间极限电流随着波导壁电势的增大而增大，越
靠近波导壁的电子束具有越大的空间极限电流，这
与电子束在无限大磁场导引的一维运动假设时的
规律类似．

另外，层流平衡电子束的轴向导引磁场满足［３］

Ｂ０ ＝ －
ｍ
ｅ
（γｒｖθ）′
ｒ ｒ ＝ ｒｂ

＋
ｐ′θ
ｅｒ ｒ ＝ ｒｂ

－ Ｂ ｃ，（１６）
其中Ｂ ｃ 表示波导壁内角向感应电流产生的均匀轴
向磁场，电子束对应的感应磁场可以写为［１４］

Ｂ ｃ ＝
４πμ０ ｅ
ｒ２ [
ｂ

ｒ２ｂ
２ ∫ｒ ｃ

ｒｂ
ｎ（ｒ′）ｖθ（ｒ′）ｒ′ｄｒ′

－ ∫ｒｃ
ｒｂ
ｒｄｒ∫

ｒ

ｒｃ
ｎ（ｒ′）ｖθ（ｒ′）ｒ′ｄ ]ｒ′ ． （１７）

将微分方程组（３）式和（４）式的解代入（１７）式，可
以进一步得到维持电子束层流平衡所需轴向导引
磁场随电势参数Φ０ ／ Φ ａ 和电子束结构的变化规律，
如图５所示．

图５的计算参数与图３相同，从图５中可以看
出：相对论电子束以层流平衡态传输时，导引磁场
强度随电势参数Φ０ ／ Φ ａ 的增加而减小，其中在相同
的参数条件下，实心束较环行束需要更高强度的轴
向导引磁场，且环形束厚度对导引磁场的影响不
明显．
３ ３ ｐθ∝ｒ

２ 相对论性电子束

　 　 正则角动量满足ｐ θ ∝ ｒ２ 的相对论电子束以层
流平衡态传输时，电子的运动满足（５）式和（６）式．
参数α是由器件实际结构决定的描述电子束径向扩
散或收缩的常数，假设电子束半径保持不变，即α ＝
１ ．首先，研究电子出射处磁场强度Ｂ ｓ 对束流特性

图５　 正则角动量为常数的电子束层流平衡时对轴向导引磁场
的要求

的影响：设定圆柱波导半径Ｒ ＝ ３ ６ ｃｍ，壁归一化电
势Φ ｂ ＝ ３ ０，电子束内外径为ｒｃ ＝ １ ２ ｃｍ，ｒｂ ＝ ３ ０
ｃｍ，数值计算（１４）式和（１５）式分别得到实心束和
环形束以层流平衡态传输时传输束流随Ｂ ｓ 的变化
规律，如图６和图７所示．

图６　 ｐθ∝ｒ２ 层流平衡实心束束流特性

图６和图７中Ｂ ｓ ＝ ０ Ｔ的曲线即代表屏蔽式源
的情况，由于高功率微波器件中外加轴向导引磁场
通常在０—３ Ｔ的范围内取值［１４］，因此针对浸没式
源，考虑Ｂ ｓ ＝ ０ ３ Ｔ和Ｂ ｓ ＝ ３ Ｔ的两种情况．

图６和图７均表明：在相同的结构参数和电参
数条件下，浸没式源产生的电子束（实心束和环行
束）束流特性与屏蔽式源产生的电子束束流特性基
本一致，即轴向导引磁场在阴极位置的磁场强度对
以层流平衡态传输的相对论性电子束的束流特性
影响不明显，因此可以尽量使用屏蔽式源从而缩短
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图７　 ｐθ∝ｒ２ 层流平衡环形束束流特性

导引磁场的作用距离．
其次，束流曲线关于电势参数Φ０ ／ Φ ａ 存在极大

值，即对应空间极限电流．比较图６和图７可以发
现：正则角动量满足ｐ θ ∝ ｒ２的相对论电子束以层流
平衡态传输时，环行束较实心束具有更高的传输
束流．

另外，进一步研究电子束以层流平衡态传输
时，波导及电子束结构参数对空间极限电流的影
响，如图８—１０中实线所示．为与屏蔽式源产生的电
子束情况进行比较，将上两节的计算结果用图８—
１０中虚线绘出．

图８　 电子束外径与波导壁距离对实心束空间极限电流的影响

从图８—１０可以看出：电子束以层流平衡态传
输时，对各种正则角动量的情况，空间极限电流均
随电子束外径与波导壁距离的减小而增大，随波导
壁电势的增加而增大；环形束的空间极限电流均大
于实心束的情况，且环形束的空间极限电流还随电

图９　 电子束外径与波导壁距离对环形束空间极限电流的影响

图１０　 电子束厚度对环形束空间极限电流的影响

子束厚度的减小而增大．
电子在无限大磁场导引下的一维运动模型给

出实心束和环形束的空间极限电流Ｉ ｓｓｃｌ，Ｉｈｓｃｌ 分
别为［１］

Ｉ ｓｓｃｌ ＝ Ｉ０
γ２ ／ ３ｂ －( )１ ３ ／ ２

１ ＋ ２ｌｎ Ｒ ／ ｒ( )
ｂ

， （１８）

Ｉｈｓｃｌ ＝ Ｉ０
γ２ ／ ３ｂ －( )１ ３ ／ ２

１ － ２ｒ２ｂ ｌｎ ｒｂ ／ ｒ( )
ｃ （ｒ２ｂ － ｒ２ｃ）－１ ＋ ２ｌｎ Ｒ ／ ｒ( )

ｂ

，

（１９）
其中Ｉ０ ＝ ４πε０ｍ０ ｃ３ ／ ｅ≈ １７ ｋＡ，其他符号的定义与
前文相同．

当Ｒ ／ ｒｂ ＝ １，ｒｃ ／ ｒｂ ＝ ０ ４时，将以上三节用数值
方法计算得到的层流平衡相对论电子束的空间极
限电流和（１８），（１９）式的计算结果进行比较，如图
１１和图１２所示．

从图１１和图１２中可以看出：当电子在弱相对
论（１ ＜ γｂ ＝ Φ ｂ ＋( )１ ≤ ２ ）条件下，由层流平衡模
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图１１　 实心束空间极限电流的理论计算

图１２　 环形束空间极限电流的理论计算

型得到的电子束空间极限电流与一维模型得到的结
果近似相等；当电子在相对论和超相对论（２ ＜ γｂ ）
范围内，由层流平衡模型得到的电子束空间极限电
流明显高于一维模型的结果．

当正则角动量为常数时层流平衡电子束的轴向
导引磁场为有限值，如图５所示，当正则角动量满足
ｐ θ ＝ ｅＢ ｓ ｒ

２ ／（２α２）时，由（１４）式易知Ｂ ｉｍ０ ≈ Ｂ ｓｈ０ ＋
Ｂ ｓ ／ α

２，电子束的轴向导引磁场也为有限值，即层流
平衡的相对论电子束，其轴向导引磁场为有限值．文
献［１４］和［１６］分别用粒子模拟的方法得到电子束
空间极限电流随磁场增大呈现首先显著减小然后逐
渐增大的变化趋势，且当磁场增大到一定强度后，空
间极限电流趋于恒定，但恒定值远远低于磁场较
　 　 　

小时的情况．因此，轴向导引磁场强度的差别是造
成层流模型和一维模型差异的主要原因，而且层流
平衡模型的计算结果更接近实际．

４ 结 论
本文提出了一种求解层流平衡电子束方程的

数值计算方法，通过对ｐ θ ＝ ０的实心束求解并与解
析计算结果进行比较，验证数值方法的合理性．然
后，对ｐ θ ＝ ０和ｐ θ ＝ ｃｏｎｓｔ． 的电子束的空间极限电
流关于波导和电子束几何参数及电参数的变化规
律和ｐ θ ∝ ｒ２ 的层流平衡电子束的束流特性进行了
研究．

通过对层流平衡相对论性电子束运动微分方
程进行数值求解，得到了束流特性的规律性认识．
首先，相对论性电子束以层流平衡态传输时，环形
束较实心束具有更高的传输束流和较低的轴向导
引磁场以维持束平衡，因此环形束更易实现低磁场
下高束流的层流平衡传输态；其次，通过比较屏蔽
式源和浸没式源产生的相对论性电子束以层流平
衡传输时的束流特性，发现阴极位置的导引磁场磁
场强度对束流大小没有明显影响，束流主要受波导
和电子束结构参数及电参数的影响，因此可以尽量
使用屏蔽式源从而缩短导引磁场的作用距离；另
外，通过比较屏蔽式源ｐ θ ＝ ｃｏｎｓｔ．和ｐ θ ∝ ｒ２的两种
情况，发现当电子束以层流平衡态传输时，ｐ θ ∝ ｒ２
的电子束需要更强的轴向导引磁场，由于ｐ θ ＝

ｃｏｎｓｔ．和ｐ θ ∝ ｒ２分别对应阴极发射面与导引磁场的
磁场线垂直和非垂直的情况，因此采用阴极发射面
与磁场线垂直的二极管结构有利于降低导引磁场
强度；最后，通过比较相对论性电子束在层流平衡
态传输和在无限大磁场导引下传输时空间极限电
流的大小，发现层流平衡对应的有限磁场导引时电
子束空间极限电流明显大于在无限大磁场导引下
的情况，这与粒子模拟得到的结果一致．利用数值
方法，层流平衡相对论性电子束ｐ θ ＝ ０，ｐ θ ＝ ｃｏｎｓｔ．
和ｐ θ ∝ ｒ２ 的三种情况得到全部求解，电子束束流特
性为设计高功率微波器件提供了理论参考．
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