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　 　 采用双流体模型研究了斜磁场作用下的碰撞等离子体鞘层的玻姆判据，讨论了磁场对鞘层玻姆判据的影响．
结果表明：玻姆判据存在上限和下限，磁场强度、角度以及离子进入鞘层的状态都对离子马赫数的取值范围有
影响．
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１ 引 言
目前广泛应用的等离子体材料表面改性、合成

薄膜及等离子体刻蚀等工艺过程，都是通过等离子
体鞘层实现的．鞘层中的离子在鞘层电场的加速下
入射到工件表面，并与工件中的原子发生一系列的
弹性或非弹性碰撞．在很多情况下，等离子体鞘层
特性由边界条件决定．因此，玻姆判据作为等离子
体的“边界条件”备受关注［１—１９］．

对于无外加磁场的无碰撞和碰撞鞘层模型的
玻姆判据，Ｒｉｅｍａｎｎ 和Ｆｒａｎｋｌｉｎ 等人已经做了很多
研究工作［１—１４］，大部分研究工作［１—１０］认为鞘边电场
是由玻姆判据决定的，并且仅仅给出了玻姆判据的
下限，也就是离子进入鞘层时的速度必须大于等于
离子声速． ２００３年Ｌｉｕ等［１１］使用双流体模型研究了
碰撞等离子体鞘层的玻姆判据，结果认为玻姆判据
是由鞘边电场决定的，玻姆判据除了具有下限外还
应具有上限．

到目前为止，对外加磁场作用下的鞘层玻姆判
据的研究［１５—１９］尚不够系统． １９８２年Ｃｈｏｄｕｒａ［１５］首
先使用动力学方法研究了斜磁场作用下的鞘层特
性，给出结论：平行于磁场方向的离子流在进入磁
鞘时的速度必须是大于等于离子声速． １９９４ 年
Ｒｉｅｍａｎｎ［１６］使用流体方法研究了几乎平行于基板方
向的磁场作用下的等离子体碰撞鞘层结构和玻姆

判据． １９９５年Ｓｔａｎｇｅｂｙ［１７］使用新的理论模型研究离
子流进入鞘层的速度条件，得出与Ｃｈｏｄｕｒａ，Ｒｉｅｍａｎｎ
相同的结论：进入鞘层时离子速度平行磁场分量必
须等于或大于离子声速． ２００１年Ｖａｌｓａｑｕｅ等人［１８］

以Ｃｈｏｄｕｒａ的工作为基础，研究了无磁场的碰撞鞘
层模型以及斜磁场中的无碰撞鞘层模型，分析了离
子获得超声速的机理．同年，Ｓｚｉｋｏｒａ［１９］通过实验使
用Ｌａｎｇｍｕｉｒ探针测量证明了鞘层玻姆判据理论的
正确性，实验中磁电管的磁场很弱，离子没有被
磁化．

本文建立一个外加斜磁场作用下的碰撞等离
子体鞘层模型，经过理论推导，得到鞘层的玻姆判
据．然后对所得到的玻姆判据进行分析讨论，得到
玻姆判据的上限和下限．此外还数值研究了磁场强
度、角度以及离子进入鞘层的状态对离子马赫数取
值范围的影响．所得到的结果对理论和实验工作都
有一定的参考价值．

２ 鞘层模型和基本方程
首先建立碰撞等离子体鞘层模型，结构如图１

所示．恒定的外加斜磁场位于ｘｚ平面内，与ｘ轴的
夹角为θ．考虑到鞘层的厚度远远小于基板的尺度，
鞘层中的各物理量在ｘ轴方向上的变化梯度远大于
其他方向上的变化，可以将等离子体鞘层模型看成
是沿ｘ轴方向的一维模型．在鞘边ｘ ＝ ０处，取静电
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图１　 等离子体磁鞘模型示意图

势为零， ＝ ０ ．
假设系统由热平衡的电子和冷的离子组成．同

时假设鞘层中电子遵从玻尔兹曼分布［１６—１８］

ｎ ｅ ＝ ｎ ｅ０ ｅｘｐ
ｅ
Ｔ( )
ｅ

， （１）
式中ｎ ｅ 是电子的数密度，是空间静电势，Ｔ ｅ 是电
子温度，单位为ｅＶ．冷离子的运动遵从流体的连续
性方程和运动方程
·（ｎ ｉｖ ｉ）＝ ０， （２）

ｍ ｉ（ｖ ｉ·）ｖ ｉ ＝ － ｅｘ^ ＋ ｅ
ｖ ｉ × Ｂ
ｃ
－ ｍ ｉ（ｎｎσｖｉ）ｖ ｉ，

（３）
式中ｎ ｉ，ｍ ｉ和ｖ ｉ分别是离子的数密度、质量和速度．
ｎｎ 是中性气体密度． σ是离子与中性粒子间碰撞时
传递的动量，σ ＝ σ ｓ（ｖ ｉ ／ ｃ ｉｓ）β ［１１］． σ ｓ是碰撞截面． ｃ ｉｓ
是离子声速，ｃ ｉｓ ＝ （Ｔ ｅ ／ ｍ ｉ）１ ／ ２ ． β是无量纲化参数，
取值范围为－ １—０．这个取值范围包含了两种特殊
情况：β ＝ ０对应恒定的离子自由程；β ＝ － １对应恒
定的离子迁移率．

鞘层中电势满足泊松方程
２
ｘ２

＝ － ４πｅ（ｎ ｉ － ｎ ｅ）． （４）
　 　 为了简化，引入下列无量纲量：Φ ＝ － ｅ ／ Ｔ ｅ，
ξ ＝ ｘ ／ λＤ，ｕ ｉ ＝ ｖ ｉ ／ ｃ ｉｓ，Ｎ ｅ ＝ ｎ ｅ ／ ｎ ｅ０，Ｎ ｉ ＝ ｎ ｉ ／ ｎ ｉ０，α ＝
λＤｎｎσ ｓ ． 这里ω ｉｃ和λＤ分别是离子回旋频率和电子
德拜长度，ω ｉｃ ＝ ｅＢ ／ ｍ ｉ ｃ，λＤ ＝ （Ｔ ｅ ／ ４πｎ ｅ０ ｅ２）１ ／ ２ ．在
鞘边ｘ ＝ ０处，由准中性条件有，ｎ ｅ０ ＝ ｎ ｉ０ ． 令^Ｂ０ ＝
－ ｃｏｓθｘ^ ＋ ｓｉｎθ ｚ^，由（１）—（４）式，我们可以得到

Ｎ ｅ ＝ ｅｘｐ（－ Φ）， （５）

Ｎ ｉ ＝
Ｍ ｉ
ｕ ｉｘ
， （６）

ｕ ｉｘ
ｕ ｉｘ
ξ
＝ Φ
ξ
＋ γ ｉｕ ｉｙ ｓｉｎθ － αｕ

２ ＋ β
ｉｘ ， （７）

ｕ ｉｘ
ｕ ｉｙ
ξ
＝ γ ｉ（ｕ ｉｚｃｏｓθ － ｕ ｉｘ ｓｉｎθ）－ αｕ２ ＋ βｉｙ ， （８）

ｕ ｉｘ
ｕ ｉｚ
ξ
＝ γ ｉ（－ ｕ ｉｙｃｏｓθ）－ αｕ２ ＋ βｉｚ ， （９）

ｄ２Φ
ｄξ２

＝ Ｎ ｉ － Ｎ ｅ ． （１０）
（６）式中Ｍ ｉ为离子马赫数，Ｍ ｉ ＝ ｖ ｉｘ０ ／ ｃ ｉｓ ． （７）式中
γ ｉ为离子回旋频率ω ｉｃ 与离子等离子体频率ω ｐｉ 之
比，γ ｉ ＝ ω ｉｃ ／ ω ｐｉ，ω ｐｉ ＝ （４πｎ ｉ０ ｚ２ ｅ２ ／ ｍ ｉ）１ ／ ２ ．

将（６）式代入（７）式，并且考虑在鞘边ｘ ＝ ０处，
Φ → ０，Ｎ ｉ → １，ｄΦ ／ ｄξ ＝ Ｅ０ ≠ ０，可得

ｄＮ ｉ
ｄΦ Φ ＝ ０

＝ －
γ ｉｕ ｉｙ０ ｓｉｎθ － αＭ

２ ＋ β
ｉ

Ｍ２ｉ Ｅ０
－ １
Ｍ２ｉ
． （１１）

　 　 由（５），（１０）式可以得到
ｄ２Φ
ｄξ２

＝ Ｎ ｉ － ｅｘｐ（－ Φ）＝ － ｄＶ（Φ）ｄΦ
， （１２）

（１２）式两边积分一次可得塞格捷夫势Ｖ（Φ） ＝
－ ｅｘｐ（－ Φ）－ ∫Ｎ ｉ ｄΦ ． （１２）式两边微分一次，在
Φ ＝ ０处
ｄ２Ｖ（Φ）
ｄΦ２ Φ ＝ ０

＝ ｄＮ ｉ
ｄΦ
＋ ｅｘｐ（－ Φ[ ]）

Φ ＝ ０
≥ ０ ．

（１３）
　 　 将（１１）式代入（１３）式，得

－
γ ｉｕ ｉｙ０ ｓｉｎθ － αＭ

２ ＋ β
ｉ

Ｍ２ｉ Ｅ０
－ １
Ｍ２ｉ
＋ １ ≥ ０，

Ｍ２ｉ ≥ １ ＋
γ ｉｕ ｉｙ０ ｓｉｎθ － αＭ

２ ＋ β
ｉ

Ｅ０
． （１４）

　 　 在外加斜磁场作用下，碰撞等离子体的鞘层玻
姆判据应由（１４）式决定．

３ 分析和讨论
１）对于无外加磁场的无碰撞鞘层（γ ｉ ＝ ０，ｓｉｎθ

＝ ０，α ＝ ０），（１４）式简化为
Ｍ２ｉ ≥ １ ． （１５）

这就是我们熟悉的无外加磁场的无碰撞等离子体
鞘层的玻姆判据，离子马赫数大于等于１，说明离子
进入鞘层时速度必须大于等于离子声速ｃ ｉｓ ．同时说
明鞘边必须存在一个加速电场，使离子获得足够的
能量．

２）对于无外加磁场的碰撞鞘层（γ ｉ ＝ ０，ｓｉｎθ ＝
０，α≠０），（１４）式简化为

Ｍ２ｉ ≥ １ －
αＭ２ ＋ βｉ
Ｅ０
． （１６）

考虑离子受到的中性拖拽力以及在鞘边ｘ ＝ ０处的
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边界条件：ｕ ｉｘ ／ ξ ≥ ０，ｄΦ ／ ｄξ ＝ Ｅ０ ＞ ０，由（７）式
可得

Ｅ０ － αＭ
２ ＋ β
ｉ ≥ ０ ． （１７）

再由（１６），（１７）式可以得到
当β ＝ ０时，

Ｅ０
α ＋ Ｅ( )

０

１ ／ ２

≤ Ｍ ｉ ≤
Ｅ０( )α

１ ／ ２

；
　 　 当β ＝ － １时，

１ ＋ α
２

４Ｅ( )２
０

１ ／ ２

－ α
２Ｅ[ ]

０
≤ Ｍ ｉ ≤

Ｅ０
α
． （１８）

（１８）式即是无外加磁场情况下的碰撞等离子体鞘
层的玻姆判据，Ｌｉｕ［１１］也曾得到过同样的结果．

３）对于有外加磁场情况下的碰撞鞘层（γ ｉ≠０，
ｓｉｎθ≠０，α≠０），分两种情况：如果离子进入鞘层时ｙ
轴方向的初始速度为零（ｕ ｉｙ０ ＝ ０），仍可得到（１８）
式的结果；如果离子进入鞘层时ｙ轴方向的初始速
度不为零（ｕ ｉｙ０ ≠ ０），此时离子是以一定的角度斜
入射进入鞘层，同２），经过推导可得

当β ＝ ０时，
Ｅ０ ＋ γ ｉｕ ｉｙ０ ｓｉｎθ
α ＋ Ｅ( )

０

１ ／ ２

≤ Ｍ ｉ ≤
Ｅ０ ＋ γ ｉｕ ｉｙ０ ｓｉｎθ( )α

１ ／ ２

；
　 　 当β ＝ １时，

１ ＋ α
２

４Ｅ２０
＋
γ ｉｕ ｉｙ０ ｓｉｎθ
Ｅ( )
０

１ ／ ２

－ α
２Ｅ[ ]

０

≤Ｍ ｉ ≤
Ｅ０ ＋ γ ｉｕ ｉｙ０ ｓｉｎθ

α
． （１９）

　 　 对比（１８），（１９）式可以看出两式的不同取决于
三个因数：γ ｉ，θ和ｕ ｉｙ０ ． γ ｉ反映了外加斜磁场的强度，
其数值主要取决于Ｂ的大小．

在下面的数值研究中，我们取α ＝ ０ １３４，相应
的气体压强为１００ ｍＴｏｒｒ（１ Ｔｏｒｒ ＝ １ ３３３２２ × １０２
Ｐａ），温度为２９０ Ｋ．

图２显示了β ＝ ０时无外加磁场情况下碰撞鞘
层的离子马赫数Ｍ ｉ的取值范围随鞘边电场强度Ｅ０
变化的关系曲线． Ｍ ｉ 的下限和上限由（１８）式决定，
分别对应图２中实线和短划线．可见鞘边电场加速
离子，对鞘层玻姆判据具有决定性作用．

图３和图４分别显示了β ＝ ０时外加磁场强度和
角度对鞘层玻姆判据的影响．有外加磁场情况下离子
马赫数取值范围由（１９）式决定，随着磁场强度增强和
磁场角度增大，离子马赫数下限和上限均相应增大，
离子马赫数取值范围整体向上移动． 这是由于洛伦
兹力的存在影响了离子速度在ｘ轴方向上的分量．如
前期工作［２０，２１］所述，在洛伦兹力和电场力的共同作

　 　 　 　

图２　 离子马赫数的取值范围随鞘边电场变化的关系曲线

图３　 磁场强度对鞘层玻姆判据的影响（θ ＝ ２０°，ｕ ｉｙ０ ＝ ０ ５）

图４　 磁场角度对鞘层玻姆判据的影响（Ｂ＇＝ ０ １５ Ｔ，ｕ ｉｙ０ ＝ ０ ５）

用下，离子做螺旋进动．当离子斜入射进入鞘层时，在
ｘ轴方向上洛伦兹力对离子有加速作用．

图５显示了离子进入鞘层时ｙ轴方向的初始速
度的取值对鞘层玻姆判据的影响．可见当离子以不
同的状态斜入射进入鞘层时，离子马赫数的取值范
围也要整体发生移动．在同样的条件下，离子斜
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图５　 离子ｙ轴方向的初始速度对鞘层玻姆判据的影响
（Ｂ ＝ ０ １５ Ｔ，θ ＝ ２０°）

入射进鞘层的方向不同，洛伦兹力对离子在ｘ轴方
向上可能有加速作用，也可能有减速作用．因此，离
子马赫数的取值范围可能整体向上移动，也可能整
体向下移动．

４ 结 论
本文建立一个外加斜磁场作用下的碰撞等离

子体鞘层模型，研究了鞘层的玻姆判据以及磁场的
影响．研究结果表明：鞘边电场加速离子，对鞘层玻
姆判据有决定性作用．鞘层玻姆判据具有上限和下
限．磁场强度、角度以及离子进入鞘层时的状态都
对离子马赫数的取值范围有影响．
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１５９
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