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　 　 讨论了ＤＮＡ一维Ｈｏｌｓｔｅｉｎ模型的严格对角化求解方法，在此基础上比较它与相干态变分法的结果，从而对后
者的可靠性及精确程度进行检验，得到的结果表明两者确有明显的差异，严格对角化解方法得到的基态能量更低，
达到饱和情形的格点数更少，本方法不仅可以讨论系统的基态，而且还能给出其能谱及激发态．严格对角化解方法
对ＤＮＡ的研究较之变分法的讨论有显著的改进．
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四川省教育厅基金（批准号：０４１１３９）资助的课题．
 Ｅｍａｉｌ：ｈｕａｎｇｓｈｕｗｅｎ＠ ｓｗｕｓｔ． ｅｄｕ． ｃｎ

１ 引 言
生命科学中的一个重要的问题是研究ＤＮＡ中

的生物化学和生物物理过程，其中又以ＤＮＡ分子里
的电荷输运为目前最受大家关注的焦点之一，因为
它与ＤＮＡ中的基本生物性质紧密相连．过去几年中
有关ＤＮＡ中的电荷输运的实验及理论工作较多，但
关于输运的机理仍存在着不同的看法，较为普遍的
观点倾向于认为是多步跳跃反应和极化子扩散或
输运的机理［１—１４］，瑞士巴塞尔大学化学系的一个小
组作了直接观察ＤＮＡ中的电荷输运实验，他们发现
电荷输运的效率并不随距离增大而显著下降，这和
多步跳跃反应的结论不符；而与此同时，韩国与日
本的一个共同研究小组所做的实验结果用极化子
跳跃模型可以很好地解释，此后有不少的理论工作
就是按照极化子的思想来讨论ＤＮＡ中的电荷输运．

ＤＮＡ是由两根螺旋状一维分子链构成，在简化
的模型中把它看作一维的晶体，并常把ＤＮＡ中的电
荷与晶体分子间的相互作用用已有的Ｈｏｌｓｔｅｉｎ模型
或ＳＳＨ模型来描写［１２—１５］．求解一维Ｈｏｌｓｔｅｉｎ模型或
ＳＳＨ模型．首先碰到的一个困难是这一系统为一个
多格点的系统，它的自由度很多，既包含格点上多
个原子或离子，又包含每个格点上的定域声子，所
以我们称它为一个多分量和多模的系统．显而易

见，不论用何种理论工具去讨论这类问题都会碰到
随着考虑的格点数越多时计算难度越大的问题．文
献［１５］用Ｈｏｌｓｔｅｉｎ模型来作ＤＮＡ中的电荷输运的
计算，他们在晶格分子振动不作量子化的情形下用
数值计算求有限格点数的一维晶体中的基态，另一
方面，实际的ＤＮＡ如用一维晶体来近似描写，原则
上对应于一个大量格点数的晶体，认真计算这样大
的晶体远远超出了数值计算的能力．所幸的是实际
上并不需要计算到很大格点数的情形而只要当计
算到一定大的格点数时，极化子主要性质的结果已
不再随着晶格的格点数的增加而改变，即达到饱和
的状态就可以了，文献［１５］中就是利用这一种考虑
而只计算格点数到２０，因为此时算出的极化子基态
能量在强耦合的情况下已能看出达到饱和，但在那
里还留下耦合弱时还看不出是否确定地达到饱和
的问题．在文献［１６］我们针对文献［１５］可以改进的
地方用全量子化的变分方法对这一问题重新进行
了计算，把这一问题向前推动了一步，即把晶格振
动的经典处理改变成量子化的情形使之成为完全
量子化的理论，再用变分的方法进行计算，正如文
献［１６］的结果显示，全量子化处理后在不同的Ｂ参
量下，计算的基态能量的确在所有的情况下都比文
献［１５］得到的基态能量低，而且在文献［１５］中Ｂ ＝
１的情形下，他们得到的基态能量随格点数增大的
变化曲线仍未达到饱和的结论亦得到改变，因为量



　 ２０３４　 物　 　 理　 　 学　 　 报 ５９卷

子化后计算不到２０个格点时已达到饱和．不过，由
于变分法仍然只是一种近似方法，由它得到的结果
的精确程度究竟有多高是值得考虑的问题．特别是
用它来讨论ＤＮＡ时，寻找一个严格的理论方法去求
解这一问题是有重要价值的．

本文的目的就是讨论ＤＮＡ一维Ｈｏｌｓｔｅｉｎ模型
的严格对角化解方法，在此基础上比较它与相干态
变分法的结果，从而对后者的可靠性及精确程度进
行检验．本文得到的结果表明两者确有明显的差
异，说明这项工作是必要的．

２ 严格对角化解方法
　 　 ＤＮＡ分子中的电荷及晶格分子振动或定域声
子耦合系统的哈氏量如下：

Ｈ ＝ － ｔ
Ｎ

ｉ ＝ １
［ｃ ＋ｉ ｃｉ ＋１ ＋ ｃ ＋ｉ ｃｉ －１］

＋ ω
Ｎ

ｉ ＝ １
ｂ ＋ｉ ｂ ｉ ＋ ｇ

Ｎ

ｉ ＝ １
ｃ ＋ｉ ｃｉ（ｂ ＋ｉ ＋ ｂｉ）， （１）

其中ｃｉ（ｃ ＋ｉ ）是电荷在格点ｉ处的湮没（产生）算符，
ｂｉ（ｂ ＋ｉ ）是ｉ格点的定域声子的湮没（产生）算符，ｔ
是电荷跳跃的常数，ω是定域声子频率，ｇ是电荷与
声子间的耦合常数．根据以往对Ｈｏｌｓｔｅｉｎ能带结构
的讨论，自然设解的形式为

〉＝
Ｎ

ｊ ＝ １
ｃ ＋ｊ φ ｊ〉 ０〉ｅ， （２）

Ｈ 〉＝ － ｔ
Ｎ

ｉ ＝ １
［ｃ ＋ｉ φ ｉ ＋１〉＋ ｃ ＋ｉ φ ｉ －１〉］ ０〉ｅ

＋ ω
Ｎ

ｉ ＝ １
ｂ ＋ｉ ｂ ｉ

Ｎ

ｊ ＝ １
ｃ ＋ｊ φ ｊ〉 ０〉ｅ

＋ ｇ
Ｎ

ｉ ＝ １
ｃ ＋ｉ （ｂ ＋ｉ ＋ ｂｉ） φ ｉ〉 ０〉ｅ

＝ Ｅ
Ｎ

ｊ ＝ １
ｃ ＋ｊ φ ｊ〉 ０〉ｅ ．

（３）
（３）式两边左乘ｅ〈０ ｃｊ得到

－ ｔ［ φ ｊ ＋１〉＋ φ ｊ －１〉］＋ ω
Ｎ

ｉ ＝ １
ｂ ＋ｉ ｂ ｉ φ ｊ〉

＋ ｇ（ｂ ＋ｊ ＋ ｂｊ） φ ｊ〉＝ Ｅ φ ｊ〉， （４）
－ ｔ［ φ ｊ ＋１〉＋ φ ｊ －１〉］

＋ ω
Ｎ

ｉ ＝ １
ｉ≠ ｊ

ｂ ＋ｉ ｂ ｉ φ ｊ〉＋ ωｂ ＋ｊ ｂ ｊ φ ｊ〉

＋ ｇ（ｂ ＋ｊ ＋ ｂｊ） φ ｊ〉＝ Ｅ φ ｊ〉． （５）
引入Ｂ ＋ｊ ＝ ｂ ＋ｊ ＋ ｇω，Ｂｊ ＝ ｂｊ ＋

ｇ
ω
，Ｂ ＋，Ｂ满足玻色算

符的基本对易式，则（５）式改写为

－ ｔ［ φ ｊ ＋１〉＋ φ ｊ －１〉］＋ ω
Ｎ

ｉ ＝ １
ｉ≠ ｊ

ｂ ＋ｉ ｂ ｉ φ ｊ〉

＋ ω Ｂ ＋ｊ Ｂ ｊ －
ｇ２

ω[ ]２ φ ｊ〉＝ Ｅ φ ｊ〉， （６）

其中

φ ｊ〉＝ 
Ｎｐｈ

ｍ１…ｍＮ ＝ ０
ｃｊ，ｍ１…ｍＮ ｍｊ〉Ｂ

Ｎ

ｒ ＝ １
ｒ≠ ｊ

ｍｒ〉， （７）

ｍｊ〉Ｂ ＝ １
ｍｊ槡！（Ｂ

＋
ｊ ）ｍｊｅ －αｂ ＋ｊ －α２ ／ ２ ０〉

＝ １
ｍｊ槡！（ｂ

＋
ｊ ＋ α）ｍｊｅ －αｂ ＋ｊ －

α２
２ ０〉， （８）

ｍｊ〉Ｂ 为Ｂｊ空间Ｆｏｃｋ态， ｍｒ〉为ｂｒ空间Ｆｏｃｋ态．

将
Ｎ

ｒ ＝ １
ｒ≠ ｊ

〈ｎｒ Ｂ〈ｎｊ ×（６）式，我们有

－ ｔ［
ｍｊ，ｍｊ＋１

ｃｊ ＋１，ｎ１…ｍｊｍ ｊ ＋１…ｎＮ Ｂ〈ｎｊ ｍｊ〉〈ｎｊ＋１ ｍｊ＋１〉Ｂ

＋ 
ｍｊ－１，ｍｊ

ｃｊ －１，ｎ１…ｍｊ－１ｍｊ…ｎＮ Ｂ〈ｎｊ ｍｊ〉〈ｎｊ－１ ｍｊ－１〉Ｂ］

＋ ［
Ｎ

ｉ ＝ １
ｎｉω －

ｇ２

ω
］ｃｊ，ｎ１…ｎＮ ＝ Ｅｃｊ，ｎ１…ｎＮ， （９）

这里
Ｂ〈ｎｊ ｍｊ〉＝（－ １）ｍｊｅ －α２ ／ ２

× 
ｍｉｎ［ｍｊ，ｎ ｊ］

ｉ ＝ ０

（－ １）ｉ ｍ ｊ！ｎｊ槡 ！αｍｊ ＋ ｎ ｊ －２ ｉ
（ｍｊ － ｉ）！（ｎｊ － ｉ）！ｉ！

＝（－ １）ｍｊＤｊ，ｎ ｊｍ ｊ，

〈ｎｊ ｍｊ〉Ｂ ＝（－ １）ｎ ｊＤ ｊ，ｎ ｊｍ ｊ，α ＝
ｇ
ω
．

现在（９）式重写为

[－ ｔ 
ｍｊ，ｍｊ＋１

ｃｊ ＋１，ｎ１…ｍｊｍ ｊ ＋１…ｎＮ（－ １）ｍｊ ＋ ｎ ｊ ＋１Ｄｊ，ｎ ｊｍ ｊＤｊ ＋１，ｎ ｊ ＋１ｍｊ＋１

＋ 
ｍｊ－１，ｍｊ

ｃｊ －１，ｎ１ ． ． ． ｍ ｊ －１ｍｊ…ｎＮ（－ １）ｍｊ ＋ ｎ ｊ －１Ｄｊ－１，ｎ ｊ －１ｍｊ－１Ｄｊ，ｎ ｊｍ ]ｊ
＋ 

Ｎ

ｉ ＝ １
ｎｉω －

ｇ２[ ]ω ｃｊ，ｎ１…ｎＮ ＝ Ｅｃｊ，ｎ１…ｎＮ ． （１０）

　 　 在周期性边界条件下求解本征方程（１０）可以
得到系统的本征能量｛Ｅ（ｌ）｝及相应的态矢系
数｛ｃ（ｌ）ｊ，ｎ１…ｎＮ｝．
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３ 结　 　 论
　 　 为了便于与变分方法得到的结果相比较，令Ｅ ／
ｔ ＝ ε，ｇ２ ／（ｔω）＝ Ｂ，ω ＝ １，在相同的参量下分别列
出文献［１６］和本文得到的结果．

１．由表１—３可以看出本文的严格对角化解方
法比变分方法得到的基态能量更低，相对误差大约
是１ ５％—２３％（在Ｂ ＝ １０时约１２ ８％）．可见本文
的方法对ＤＮＡ的研究较之变分法去讨论有显著的
改进，因为具体在讨论ＤＮＡ的各种性质时运用严格

对角化解方法可以得到更为精确的结果．
２．由表１—３可以看出严格对角化解方法达到

的饱和情形的格点数更少．从得到的结果看，不需
计算到２０格点，在所有的参量情况下，只要计算到
１０个格点，已经接近饱和，因为表１—３列出的结果
可以看出在１０格点左右时再增加格点计算出的基
态能已几乎没有变化．

３．本文的另一个有意义的改进是不仅可以讨论
系统的基态，同时还能给出系统的能谱．图１给出不
同参量下系统能谱．
　 　 ４ ．有了能谱就可以考虑实际有限温度下ＤＮＡ

表１　 严格解与ＣＡ方法变分计算的比较（Ｂ ＝ １，ｇ ＝ ０ ５，ｔ ＝ ０ ２５）

Ｂ ＝ １

ｇ ＝ ０ ５

Ｎ

２ ４ ６ ８ １０ １２

εＥｘａｃｔ － ０ ６８９５１ － ０ ６８００１ － ０ ６７９７７ － ０ ６７９６５ － ０ ６７７７８ － ０ ６７７７８

εＣＡ － ０ ６２５００ － ０ ５６２５０ － ０ ５４１６７ － ０ ５３１２５ － ０ ５２５１２ － ０ ５２７１１

（（εＥｘａｃｔ － εＣＡ）／ εＥｘａｃｔ）／ ％ ９ ４ １７ ３ ２０ ０ ２１ ８ ２２ ５ ２２ ２

表２　 严格解与ＣＡ方法变分计算的比较（Ｂ ＝ １０，ｇ ＝ ０ ５，ｔ ＝ ０ ０２５）

Ｂ ＝ １０

ｇ ＝ ０ ５

Ｎ

２ ４ ６ ８ １０ １２

εＥｘａｃｔ － ０ ２５３９０ － ０ ２５３９０ － ０ ２５３９０ － ０ ２５３９０ － ０ ２５３９０ － ０ ２５３９０

εＣＡ － ０ ２５００５ － ０ ２５００３ － ０ ２５００２ － ０ ２４９６８ － ０ ２５００２ － ０ ２５００２

（（εＥｘａｃｔ － εＣＡ）／ εＥｘａｃｔ）／ ％ １ ５ １ ５ １ ５ １ ７ １ ５ １ ５

表３　 严格解与ＣＡ方法变分计算的比较（Ｂ ＝ １００，ｇ ＝ ０ ５，ｔ ＝ ０ ００２５）

Ｂ ＝ １００

ｇ ＝ ０ ５

Ｎ

２ ４ ６ ８ １０ １２

εＥｘａｃｔ － ０ ２８９７０ － ０ ２８９７５ － ０ ２８９５４ － ０ ２８９５４ － ０ ２８９５０ － ０ ２８９５０

εＣＡ － ０ ２５５００ － ０ ２５２５１ － ０ ２５２５０ － ０ ２５２５０ － ０ ２５２５０ － ０ ２５２５０

（（εＥｘａｃｔ － εＣＡ）／ εＥｘａｃｔ）／ ％ １２ ０ １２ ９ １２ ８ １３ ８ １２ ８ １２ ８

图１　 六格点系统不同参量下能谱（ｇ ＝ １，ω ＝ １，ｎ ＝ １，…，３００）
　 （ａ）ｔ ＝ ０ １；（ｂ）ｔ ＝ １；（ｃ）ｔ ＝ ２

的行为．
例如，只有在绝对零度下ＤＮＡ的最低能态才取

基态，在有限温度下系统处于基态及各激发态都有
一定的概率，我们计算了６格点系统不同温度下系
统的稳定的能量（表４）．这一稳定的能量按公式

珔Ｅ ＝ 
ｉ
Ｅ ｉｅ

－Ｅ ｉ
ｋＢＴ ／

ｉ
ｅ
－
Ｅ ｉ
ｋＢＴ

计算，其中ｋＢ 是玻尔兹曼常数，Ｔ是绝对温度，Ｅｉ 是
基态及各个激发态的能量． 在ｔ ＝ ０ １，ｇ ＝ １，ω ＝ １
下，基态能量为－ １ ０８６４５０６７１３４０３０，而在１—３０ Ｋ
的这个温度范围内系统的稳定能量与基态能量相
比变化甚微，到室温（３００ Ｋ）左右时能量变化有
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１ ２８３％大小．
表４　 ｔ ＝ ０ １，ｇ ＝ １，ω ＝ １

Ｅ（Ｔ ＝ １） Ｅ（Ｔ ＝ ３０） Ｅ（Ｔ ＝ ３００）
－ １ ０８６４５０６７１３４０３０ － １ ０８６４５０６６３４６３０４ － １ ０７２５１０６８８５８７９３

从本文讨论的内容及文献［１５，１６］同样讨论
ＤＮＡ的晶格模型的不同方法作一比较，可以看出，

为了使所得的结果更加精确，需要在方法上更多和
更为细致的分析和计算，特别是用精确的方法需要
付出的计算量比变分法要多很多，不过从得到的结
果看出这种努力是值得的，精确的严格对角化解方
法较之变分法的结果改善了不少，本文除得到精确
的基态能量外也得到了全部的能谱，为计算在不同
温度下ＤＮＡ的各种性质提供了基础．

［１］ Ｅｎｄｒｅｓ Ｒ Ｇ，Ｃｏｘ Ｄ Ｌ，Ｓｉｎｇｈ Ｒ Ｒ Ｐ ２００４ Ｒｅｖ． Ｍｏｄ． Ｐｈｙｓ． ７６
１９５

［２］ Ｔａｄａｏ Ｔ，Ｋｉｙｏｈｉｋｏ Ｋ，Ｍａｍｏｒｕ Ｆ，Ｔｅｔｓｕｒｏ Ｍ ２００４ Ｐｒｏｃ． Ｎａｔｌ．
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